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内 # 提要 


本 书 共 分 五 章 ,主要 包括 微分 方程 模型 ,次 散 模型 .数值 分 
术 模 型 数学 规划 及 数理 统计 模型 。 每 章 内 容 一 般 分 为 三 部 分 ; 
首先 介绍 异型 实例, 然后 介绍 建 模 所 需 的 数学 方法 ,最 后 介绍 数 
学 实验 .每 章 均 配 有 大 量 的 数学 建 模 实 例 , 并 陀 备 了 习题 . 

本 书 着 重 讲解 煞 学 建 横 的 基本 加 起 和 方法 ,深入 线 出 .通俗 
易 禾 。 以 数学 于 异 为 主体 ,以 计算 抽 换 作为 手段 ,以 数学 软件 为 
茶 础 ,把 数学 建 噶 与 数学 实验 紧密 结合 起 来 .该 书 可 作为 各 类 工 
科 院 校本 专科 数学 改革 教材 ,也 可 和 镍 为 各 行业 工程 技术 人 员 的 
自学 参考 书 。 | 
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数学 是 工科 大 学 生 重要 的 基础 理论 课 , 它 作为 工程 教育 的 一 个 重要 内 容 , 其 县 的 在 于 培 
养 工程 技术 人 才 所 必 备 的 基本 素质 。 随 着 我 国 市 场 经 济 的 不 断 发 展 ,社会 用 人 单位 越 来 越 感 
到 我 国 的 工科 大 学 毕业 生 , 理 论 联系 实际 的 能 力 较 低 , 反 喘 在 应 用 方面 与 发 达 国 家 的 差距 更 
大 ,针对 这 种 情况 ,教育 部 曾 委托 全 国 工 科 数 学 课程 指导 委员 会 多 次 召开 会 议 研究 讨论 工科 
数学 教学 改革 问题 ,并 于 1995 年 5 月 下 发 了 “关于 工科 数学 系列 课 教学 改革 的 建议 ”, 按 照 
这 一 建议 的 精神 ,结合 当前 国内 外 教学 改革 的 发 展 趋势 ,我 院 制 定 了 “工科 数学 教学 内 容 与 
体系 改革 方案 ”, 在 近 几 年 的 教学 改革 试点 中 ,我 们 开设 了 “数学 建 模 与 数学 实验 * 课 ,根据 教 
学 中 反馈 出 米 的 意见 ,我 们 义 做 了 修改 和 补充 ,形成 了 现在 这 本 教材 。 本 教材 作为 这 项 改革 
的 内 容 之 一 ,其 特色 是 突出 数学 建 模 的 思想 与 方法 , 以 数学 建 模 内 容 为 主体 ,以 计算 机 操作 
为 手段 ,以 数学 软件 为 基础 ,把 数学 建 模 与 数学 实验 紧密 结合 起 来 。 

本 书 由 黑龙 江 矿 业 学 院 页 敬 、 桂 占 吉 、 殖 吉 花 任 主编 ,黑龙 江 矿 业 学 院 母 丽华、 广东 工业 
大 学 刘海 林 任 副 主编 ,佳木斯 大 学 工学 院 重 立 刚 也 参加 了 本 书 的 编写 工作 。 

全 书 由 黑龙 江 矿 业 学 院 何 文章 主 审 。 

本 书 可 作为 工科 院 校本 .专科 数学 改革 教材 ,也 可 以 作为 参加 数学 建 模 竞 赛 培训 的 基础 
教材 ,还 可 供 工 程 技术 人 员 和 参考 。 
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s.. 1F4 


引言 ”数学 模型 概述 


一 、 科 学 技术 的 数学 化 


现实 世界 中 任何 一 种 物质 系统 及 其 运动 都 有 其 质 的 规定 性 ,又 有 其 量 的 规定 性 ,是 质 
与 量 的 统一 . 由 于 数学 所 研究 的 量 及 其 关系 普遍 存在 于 各 种 物质 系统 及 其 运动 形式 之 中 ， 
因此 一 切 科 学 技术 原则 上 都 可 以 用 数学 来 解决 相关 的 问题 ,其 应 用 广度 是 空前 的 , 而 用 数 
学 方法 解决 实际 问题 ,首先 都 机 通过 抽象 与 简化 ,用 数学 的 语言 和 方法 ,建立 一 个 近似 描 
述 这 个 问题 的 数学 模型 , 数学 模型 是 运用 数学 的 语言 和 工具 ,对 部 分 现实 世界 的 信息 ( 现 
R .数据 ………) 加 以 地 译 .归纳 的 产物 , 它 状 于 现实 ,又 高 于 现实 , 科学 的 发 展 离 不 开 数 学 ， 
数学 模型 在 其 中 又 起 着 重要 作用 . 科学 就 是 通过 对 模型 的 研究 来 盖 明 真实 世界 的 客观 规 
律 ， . 

在 近代 ,科学 的 数学 化 过 程 加 快 了 ,科学 家 越 来 越 认识 到 数学 在 研究 自然 界 中 的 重大 
作用 , 自 牛 顿 开 始 , 由 于 微 积分 的 发 明 ,力学 的 数学 化 便 乏 步 琉 于 完善 , 物理 学 的 数学 化 过 
程 走 得 更 为 深远 . 当代 最 新 的 物理 学 许多 重大 成 果 都 是 数学 工具 的 帮助 下 完成 的 , 它们 的 
理论 表述 也 往往 采取 了 数学 的 形式 ,例如 爱 因 斯 坦 的 相对 论 力学 就 专门 运用 了 黎 曼 在 19 
世纪 中 叶 创 立 的 黎 昌 几何 , 当代 科学 数学 化 的 一 个 显著 标志 是 数学 向 各 门 科学 领域 广泛 
渗透. 科学 的 数学 化 首先 是 在 力学 、 物 理学、 化 学 ,天 文学 ,地 质 学 等 基础 学 科 中 进行 的 .其 
次 是 生物 科学 的 数学 化 , 生物 科学 是 研究 生命 现象 及 其 过 程 的 . 在 19 世纪 80 年 代 中 期 ， 
恩格斯 根据 当时 的 科学 状况 认为 ,数学 在 生物 学 中 的 应 用 等 于 零 , 到 了 20 世纪 ,生物 学 向 
理论 科学 的 转变 过 程 中 ,使 得 它 对 数学 的 要 求 更 迫切 了 ,人 们 开始 运用 数学 方法 来 研究 生 
理 现象 ,神经 活动 .生态 系统 以 及 遗传 规律 ,并 产生 了 数学 生物 学 这 样 的 学 科 , 物 理学 与 生 
物 学 以 及 其 它 科 学 的 数学 化 途径 基本 上 是 一 致 的 ,我 们 可 以 用 下 图 表示 ， 


首先 是 从 现实 世界 中 的 某 一 系统 出 发 ,这 是 科学 研究 的 对 象 , 它 是 一 个 十 分 复杂 的 系 

统 ,包含 着 许多 变量 , 当 我 们 选择 了 能 在 实验 中 被 控制 或 可 观察 的 参数 ,并 用 数学 语言 
述 它们 之 间 的 关系 时 ,一 个 数学 模型 便 建立 了 ,可 见 科学 的 数学 化 即 意味 着 数学 模型 化 ， 
社会 科学 最 初 是 经 济 学 的 数学 化 ,20 世纪 20 年 代 后 期 ,西方 经 济 学 中 产生 了 经 济 计 
量 学 这 一 学 派 ,这 一 学 派 在 研究 经 济 现象 的 数量 关系 时 ,采用 了 下 列 步 又 :第 一 步 建立 经 
济 数学 模型 , 它 是 由 表示 经 济 现象 的 数量 关系 的 方程 组 体系 刻 划 的 :第 二 步 运用 概率 论 和 
数理 统计 等 数学 方法 估计 参数 ;第 三 步 把 估算 的 参数 值 与 观察 值 的 统计 资料 相对 照 ,进行 
理论 验证 ;第 四 步 根据 已 经 估算 出 的 参数 值 的 方程 式 , 求 出 预期 变量 的 数值 , 即 所 谓 预测 
` 1 ` 
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来 来 . 目前 ,数学 已 广泛 应 用 于 社会 科学 的 其 它 领域 ,如 法 学 人口 学 .史学 等 . 尤其 是 计算 
机 的 发 展 ,促进 了 科学 技术 数学 化 的 进程 和 数学 建 模 的 发 展 ,大 量 的 计算 是 数学 建 模 中 不 
可 缺少 的 ,过 去 在 高 性 能 计算 机 尚未 产生 之 前 , 正 是 由 于 缺乏 这 一 技术 手段 而 一 定 程度 上 
限制 了 数学 建 模 方法 的 应 用 和 发 展 . 而 计算 机 的 出 现 解决 了 数学 建 模 中 的 大 量 而 又 复杂 
的 计算 问题 . 从 而 加 速 了 科学 数学 化 ,使 数学 建 模 得 到 了 飞速 发 展 . 


二 数学 模型 方法 


数学 模型 方法 ,就 是 通过 建立 和 研究 客观 对 象 的 到 学 模型 来 揭示 对 象 的 本 质 特征 和 
变化 规律 的 一 种 方法 , 所 谓 数学 模型 是 指 对 研究 对 象 ( 现 实 原型 ) 的 本 质 特征 和 关系 的 数 
学 表达 . 它 是 针对 所 要 研究 的 具体 事物 的 特征 或 数量 相依 关系 ,采用 形式 化 的 数学 语言 ， 
概括 地 .近似 地 表达 出 来 的 一 种 数学 结构 , 它 或 者 能 解释 特定 现象 的 现实 状态 ,或 老 能 巴 
测 对 象 的 米 来 状况 ,或 者 能 提供 处 理 对 象 的 最 优 央 策 或 控制 ， | 

建立 数学 模型 的 方法 一 般 要 经 过 以 下 几 个 步 又， 

.教学 模型 的 建立 

要 了 解 所 研究 对 象 的 实际 背景 , 明确 预期 要 达到 的 目标 ,根据 研究 对 象 的 特点 ， 确定 
刻画 该 对 象 系统 的 状态 ,特征 和 变化 规律 的 若干 基本 量 . 这 就 要 求 我 们 查阅 大 量 的 资料 ， 
请 教 专家 ,力求 掌握 研究 对 象 的 各 种 信息 , 弄 清 实际 对 象 的 特征 . 

一 个 实际 问题 往往 是 很 复杂 的 ,影响 它 的 因素 比较 多 ,如 果 想 把 全 部 影响 因素 都 反映 
到 建 模 中 来 ,这 样 的 数学 模型 就 很 难 建立 甚至 是 不 可 能 建立 的 ,即使 建立 了 模型 ,也 未 必 
能 达到 预期 的 目标 . 因此 ,要 根据 研究 对 象 的 特征 和 建 模 旭 的 ,对 问题 进行 必要 的 简化 ,这 
是 建 模 的 关键 一 步 , 不 同 的 篇 化 和 假设 会 得 到 不 同 的 模型 ， 

考察 一 个 质量 为 m 的 物体 受到 一 个 力 下 作用 时 的 运动 状况 . 如 果 物 质 运 动 速度 不 
大 ,可 以 假设 空气 阻力 可 以 忽略 不 计 , 根 据 牛 顿 第 二 定律 ,模型 为 

Е = т dr 
d 
这 个 式 子 表达 了 力 F 5123 z 之 间 的 规律 ， 

若 速度 较 大 ,假设 空气 阻力 可 以 忽略 不 计 就 不 合理 了 , ЕЖЕЛИ 

素 , 由 实验 得 知 ,粘性 阻尼 的 摩擦 力 与 速度 的 平方 成 正 出 ,于 是 得 到 一 个 该 系统 比较 精确 


的 数学 模型 . 
F = m de + Ра? | 
因此 ,要 针对 所 要 解决 的 特定 问题 ,分 析 系 统 中 主要 了 矛盾 , 挨 弃 可 以 忽略 的 因素 ,突出 
主要 的 因素 和 主要 关系 ， | 


根据 所 做 的 假设 ,利用 适当 的 数学 工具 ,建立 各 个 量 之 间 的 等 式 或 不 等 式 , 画 出 图 型 
列 出 表格 或 确定 其 它 数学 结构 ,建立 模型 . 
2. 数学 模型 的 求解 与 检验 
模型 的 求解 包括 解 方程 .画图 形 ,证 明定 理 以 及 逻 缉 运算 等 ， 有 时 会 用 到 传统 的 和 近 
代 的 数学 方法 ， 
由 于 数学 模型 是 进行 一 系列 简化 抽象 的 结果 ,但 这 种 简化 是 否 合理 ,其 解 是 否 能 在 误 
“2* 
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Же f Vr ty 8 ШЇ q E ИЗО АТТА. 因此 求解 和 检验 也 是 非常 重要 的 一 
步 ,求解 与 检验 的 方法 是 :(1) 对 于 比较 简单 的 数学 模型 可 以 直接 求解 ,安排 相应 的 观察 实 
验 加 以 检验 并 根据 检验 结果 加 以 修正 , (2) 运 用 计算 机 进行 反复 多 次 的 “数学 实验 ” 过 去 
有 许多 科学 技术 模型 由 于 比较 复杂 ,计算 次 数 太 多 . 在 计算 机 出 现 以 前 无 法 对 其 进行 求 
解 ,对 模型 也 无 从 验算 和 评价 , 陆 着 计算 机 的 出 现 和 发 展 ,提高 了 计算 速度 和 求解 方程 的 
能 力 ,为 人 们 检验 、 校 正 、. 评 价 所 建立 的 数学 模型 提供 了 有 力 的 实验 手段 . (3) 从 理论 上 进 
行 分 析 和 探讨 ,对 数学 模型 加 以 辅助 性 的 检验 . 因为 有 些 模 型 如 核 战 争 模型 是 不 可 能 接受 
实际 的 检验 ,对 模型 进行 一 些 理论 上 的 探讨 也 是 很 有 实际 意义 的 


i 3 对 数学 解 的 解释 和 评价 | 
对 数学 解 进行 分 析 与 评价 ,形成 对 实际 回 题 的 判断 和 预见 ,这 是 运用 数学 模型 方法 的 
最 后 一 个 步 又 . | 


科学 发 展 史 上 ,根据 数学 模型 求解 的 结果 ,做 出 科学 的 解释 ,提出 重要 的 科学 预言 的 
事例 很 多 . 英国 物理 学 家 狄 拉克 于 1928 年 建立 了 相对 论 量子 力学 ,给 出 了 描写 单个 电子 
行为 的 电子 波动 方程 一 一 狄 拉克 方程 ,在 解 狄 拉 克 方 程 时 发 现 了 电子 负 能 态 的 存在 ,并且 
预言 了 正 电 子 的 存在 ,后 来 确实 得 到 了 证 实 , 当然 对 数学 模型 求解 的 结果 要 能 做 出 正确 的 
解释 ,形成 对 实际 问题 的 判断 和 预见 是 很 不 容易 的 ,这 要 求 模型 研究 者 具有 广博 的 知识 ， 
丰 窜 的 想象 力 , 深 刻 的 洞察 力 , 要 勇于 创新 . 


三 ,数学 模型 的 分 类 


模型 的 分 类 比较 复杂 ,分 类 方法 很 礁 有 统一 的 标准 ,也 没有 严格 界限 ,这 里 列举 几 种 ， 
分 类 方法 . | 

按照 变量 的 情况 ,可 分 为 确定 性 模型 和 随机 性 模型 . 对 于 服从 确定 的 因果 联系 ,连续 
变化 的 自 然 过 程 ,可 以 运用 经 典 的 数学 方法 ,用 各 种 方程 式 来 描述 ,这 类 模型 称 为 确定 性 
ЖОШ. 自然 界 中 还 存在 着 另 一 类 普遍 现象 ,在 这 类 现象 中 ,就 个 别 来 看 是 无 规律 的 , 即 事物 
的 发 展 变化 没有 确定 的 因果 性 ,有 儿 种 可 能 的 不 癌 结果 ,究竟 出 现 娜 一 种 结果 是 偶然 的 、 
随机 的 . 但 是 , 当 这 类 随机 现象 由 大 量 成 员 组 成 或 出 现 大 量 次 数 时 ,又 可 看 出 遵循 着 一 种 
非 偶然 的 规律 性 . 在 许多 系统 中 ,由 于 受到 一 些 复杂 而 尚 末 完 全 搞 清楚 的 因素 影响 ， 使 得 
系统 在 有 确定 的 输入 时 ,得 到 的 输出 是 不 确定 的 ,这 样 的 系统 称 为 随机 系统 ， 这 类 数学 模 
型 为 随机 数学 模型 . 

深 照 姿 量 的 情况 ,还 可 分 为 线性 数学 模型 与 非 线性 数学 模型 ， 

和 如果 系统 的 输入 与 输出 是 呈 线 性 关系 ,也 就 是 说 满足 均匀 性 . 即 满足 落 z (4) z, (t) 
是 任意 两 个 输入 ;而 у 2) ,yz(t) 为 对 应 的 输出 . 

XIE) — у 00) 6000) — ys (t) 
那么 有 | 
az, (t) + Brt) — ay, (t) + Byl) 

我 们 称 这 种 系统 为 线性 系统 ,这 种 数学 模型 为 线性 数学 模型 ,反之 不 满足 上 述 关系 式 
的 , 称 之 为 非 线性 系统 或 非 线性 数学 模型 . | | 

按 变 量 情 况 还 可 分 为 连续 模型 与 离散 模型 , 单 变量 模型 和 多 变量 模型 ， 

如 果 系 统 输入 和 输出 是 连续 时 间 的 函数 , 则 称 为 连续 时 间 系统 或 连续 模型 另 一 种 系 

.3. 
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统 , 它 的 输入 与 输出 只 在 离散 的 瞬间 取 值 ,这 种 系统 和 模型 称 为 离散 时 间 系 统 或 称 为 离散 
模型 ,通常 用 差分 方程 来 表示 、 

校 照 时 间 变 化 对 模型 的 影响, 可 分 为 定 党 数学 模型 和 时 变数 学 模型, 阁 系 统 在 初始 条 
件 给 定 的 情况 下 ,输出 的 状态 取决 于 输入 的 状态 而 与 输入 的 时 刻 无 关 , 具 有 这 种 特性 的 系 
统称 为 定常 系统 ,对 应 的 数学 模型 叫做 定常 数学 模型 . 反之 , 若 参 数 为 时 间 : 的 函数 时 , 系 
统 为 时 变 系统 ,相应 的 模型 称 为 时 变数 学 模型 

按照 研究 方法 和 对 象 多 数 学 特征 分 类 ,有 初等 模型 ,优化 模型 , 逮 辑 模型 .稳定 性 模 
型 .模糊 数学 模型 .突变 模型 等 | | 

按照 研究 对 象 的 实际 领域 ,有 人 口 模型 交通 模型 ,生态 模型 经 济 模型 .社会 模型 、 体 
育 模型 等 . 

模型 的 分 类 问题 在 本 门 课程 中 并 没有 什么 和 要 意义 ,我 们 应 该 把 注意 力 集中 在 建立 
模型 ,运用 模型 解决 实际 问题 上 来 ,从 而 达到 增强 数学 的 应 用 能 力 和 加 强 数学 素质 的 培养 
的 目的 . | | 
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第 一 合 ”微分 方程 模型 


在 研究 实际 问题 时 ,经 常 无 法 找到 该 系统 的 有 关 变 量 之 间 的 直接 关系 . 但 是 却 容易 找 、 
到 这 些 变量 和 它们 的 变化 率 之 间 的 关系 式 ,利用 这 些微 分 关系 式 ,我 们 可 以 建立 相应 的 微 
分 方程 模型 , 这 种 模型 揭示 出 系统 的 变 县 在 局 部 或 瞬时 所 遵循 的 规律 . 因此 在 解决 实际 占 
АДН} ,微分 方程 模型 得 到 了 广泛 应 用 . | 


第 一 节 ”放射 性 元 素 误 变 模 型 


一 、 马 王 堆 一 号 蔓 的 年 代 


湖南 省 长 沙市 马 王 堆 一 号 募 于 1972 年 8 月 出 土 ,估算 出 该 基 的 大 致 年 代 是 考古 工作 
者 的 重大 课题 ， 

美国 物理 学 家 Rutherford 和 他 的 同事 们 证 明了 某 些 放 射 性 元 素 的 原子 是 不 稳 的 ,在 
一 个 给 定 的 时 期 内 ,一 定 出 例 的 原子 会 自动 衰变 ,形成 新 元 素 的 原子 , Rutherford ZEH 
了 ,放射 性 物质 在 任意 时 刻 的 衰变 速度 部 与 该 物质 现存 的 数量 成 正比 

对 有 机 物 ( 动 植物) 遗体 的 年 代 测 定 方法 是 放射 性 碳 14 测定 法 , 它 的 根据 是 :由 于 大 
气 层 受到 宇宙 射线 的 连续 照射 ,使 之 产生 中 子 , 中 子 与 空气 中 的 氮 结 合生 成 具有 放射 性 的 
碳 14(С'©б. 有 机 体 存 活 时 ,它们 通过 新 陈 代谢 与 外 界 进行 物质 交换 ,使 体内 的 C"* 与 空气 
中 的 C* 有 相间 的 百 分 舍 量 . 一 旦 有 机 体 死亡 ,新 陈 代谢 终止 ,因而 体内 С“ ЕН ЕЛИ 
变 而 不 断 减 少 . 这 种 测定 法 就 是 根据 衰变 减少 量 的 变化 屋 况 来 判定 有 机 体 的 死亡 时 间 . 

设 在 时 间 :( 年 ) 碳 14 的 存量 为 >, 出 上 述 原理 可 得 微分 方程 
= =— Ду (1.1) 
其 中 220 为 训 变 常数 , 式 中 负 号 表示 С" ЛЕШ y 是 递减 的 , 对 于 物质 衰变 速度 的 一 种 度 
量 就 是 物质 的 半衰期 , 它 定义 为 一 定数 量 的 放射 原子 衰变 到 一 半 时 所 需要 的 时 间 . 设 有 机 


体 死亡 时 间 为 二 0,C* 合 量 为 %, 则 初 值 问题 
dy 


Чу ==— yy(0) = > (1.2) 
的 解 是 
| ya) = уе“ (1.3) 
由 (1. 3) 式 可 得 
¿= ihn% (1.4) 
A y 


由 元 素 衰 变 的 半衰期 TA = aE ЖЕ. 
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In2 ` 


к=. (1.5) 
H+ 
y (0) =— Ar(0) =— Ay, 1.6) 
y(0) у 
yG) уб) (0.7 


将 (1.5),(1.7) 式 代入 (1.4) 式 ,得 


r (1. 8) 


Tir 
i= 了 ?in 

n2 
其 中 y'(0) 表 示 有 机 体 死 亡 时 CY 的 变化 率 , 由 于 地 球 周 轩 的 Cr* 的 百 分 含 量 可 以 认为 是 基 
本 不 变 的 ,因而 认为 现代 有 机 体 中 C* 的 衰变 速度 与 古代 有 机 体 中 C* 的 衰变 速度 相同 ,所 
以 可 以 用 现代 同类 有 机 体 死亡 时 C* 的 变化 率 代替 у (0). 我 们 可 以 测 得 出 土木 炭 标 本 的 
CH 的 у (2) 3 29.78 К/К. у (0) 为 38. 37 次 /分 ,C+ 的 半衰期 为 5730 年 ,将 这 些 数据 代 

入 (1.8) 式 ,得 


_ 5130, 38.37 _ 
=? Ја 39 78 ~ 2095( 年 ) 


这 样 就 估算 出 马 王 堆 一 号 幕 的 年 代 大 约 是 在 2 000 年 前 的 ， 
Z EAH | 


Jan Vermeer 是 17 世纪 和 荷兰 著名 画家 ,他 的 传世 作品 仅 有 37 件 . 他 生前 卖 出 的 画 很 
少 ,以 致 在 相当 长 的 历史 时 期 内 他 的 画 都 没有 引起 人 们 的 重视 . 直到 19 世纪 中 叶 , 人 们 才 
发 现 了 这 位 杰出 的 画家 . 由 于 他 的 画 严 谨 细 腻 ,精美 绝伦 ,使 他 的 画 价 剧 增 , 成 为 当时 文物 
市 上 售 价 最 高 的 作品 之 一 .第 二 次 让 界 大 片 中 ,比利时 解放 后 ,德国 战场 安全 部 在 追捕 纳 
粹 向 党 时 ,引发 了 Van Meegeren 伪造 Jan Vermeer 的 名 通 案 . 

德国 战场 安全 部 在 调查 一 家 曾 把 大 批 艺术 品 出 卖 给 德国 的 公司 中 ,发 现 一 位 银行 家 . 
这 位 银行 家 在 拍卖 Jan Мегтеег 的 名 画 中 作 过 中 间 人 , 他 还 承认 ,他 曾 是 故国 三 流 画家 
Н. А. Van Meegeren 的 代理 人 ,1949 年 5 А 29 日 ,Meegeren ЯА Ж Н. 然而 ,在 
1945 年 7 月 12 日 ,Meegeren 在 监狱 中 说 ,他 从 未 拍卖 过 Vermeer 的 名 画 .《 妓 女 ? 以 及 非 
常 著名 和 精美 的 (Emmaus 的 信徒 们 》 还 有 其 它 四 幅 被 认为 是 Vermeer 的 作品 ,都 是 他 
伪造 的 . 许多 人 认为 Van Meegeren 是 为 了 逃脱 适 敌 罪 而 说 谎 . 为 了 证 实 他 所 说 的 一 切 ， 
他 在 监狱 中 开始 伪造 Vermeer 的 画 ( 耶 稣 在 学 者 们 中 各 》, 从 而 向 持 怀 疑 态度 的 人 表明 自 
己 是 一 个 高 明 的 伪造 者 , 当 他 的 工作 见 乎 要 完成 时 ,他 获悉 他 的 通 敌 罪 可 能 被 伪造 罪 所 取 
代 . 于是 ,他 拒绝 完成 他 的 画 及 使 之 老化 ,他 希望 调查 人 员 不 会 发 现 使 他 的 伪造 癌 老 化 的 
秘密 . 为 了 解决 这 个 问题 ,一 个 由 著名 化 学 家 、 物 理学 家 和 艺术 家 组 成 的 图 际 调查 小 组 受 
命 调查 此 事 . 调查 小 组 对 油画 作 了 X- 射 线 检查 以 确定 是 否 有 其 它 油画 在 它们 下 面 . 此 外 ， 
他 们 分 析 了 绘画 所 用 的 颜料 ,并 检验 某 些 年 代 迹 象 . 尽管 Van Meegeren (yë ЯА 
真 , 专 家 调查 小 组 还 是 在 油画 中 发 现 了 现代 颜料 狂 蓝 的 痕迹 . 在 有 些 画 中 还 发 现 19 tt 
AF ЖЕН ЕЮ КЕЕ. И ОЕ ЗЕЛЕ sr. Van Meegeren 被 判处 有 期 徒刑 一 年 . 在 服刑 期 
间 ,他 因 心 脏 病 发 作 于 1947 年 11 月 30 日 死亡 ， 
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尽管 专家 调查 小 组 提供 了 某 些 证 据 , 许 多 人 还 是 不 相信 著名 的 《Emmaus 的 信徒 们 》 
是 Van Meegeren 的 造 的 , 甚至 著名 的 艺术 史学 家 A. Bredius EA A Emmaus 的 信徒 们 》 
是 真正 的 Vermeer 的 作品 . 这 幅 画 已 被 Rembradt 协会 用 170 000 美元 买 下 . 1967 年 卡 内 
基 - 梅 隆 大 学 的 科学 家 们 给 出 了 一 个 完全 科学 的 .确定 性 的 论据 ,证 明了 《Emmaus 的 信徒 
们 》 确 实 是 一 件 的 造 品 ， | 

由 初等 化 学 知识 可 以 知道 ,地壳 中 的 所 有 岩石 几乎 都 含有 少量 的 钠 . 岩石 中 的 铀 衰变 
成 一 种 其 它 的 元 素 , 而 这 种 元 素 又 误 变 成 另 一 种 元 素 ,如 此 衰变 下 去 ,形成 一 个 元 素 系 列 
ESATERA T. 铀 不 断 地 补充 序列 中 的 后 续 元 素 , 所 以 ,这 些 后 面 的 元 素 被 前 面 的 
元 又 蔡 代 的 速度 与 他 们 训 变 的 速度 同样 快 . 

画家 使 用 白 铅 做 为 颜料 已 有 2 000 多 年 的 历史 . 白 铅 属于 铀 系 , 其 主要 成 分 是 无 放射 
EMAA 206 ,也 含有 微量 的 放射 性 元 次 镭 226 ЯП 210. НАН ГЕН, ME 
属 是 经 过 熔炼 从 铝 矿 石 中 提取 出 来 的 , 在 这 个 过 程 中 ,矿石 中 的 铅 210 随 铅 金属 被 提取 出 
来 .不 过 90 儿 一 95 多 的 镭 以 及 它 的 派生 物 都 随 着 炉 潜 中 的 废物 被 排出 了 . 所 以 大 多 数 铅 
210 ДОДЕВА Т ,而 铅 210 开始 迅速 地 衰变 ,其 半 训 期 为 22 年 , 这 个 衰变 过 程 一 直 
持续 到 白 铅 中 的 铝 210 再 次 与 现存 的 少量 镭 达 到 放射 平衡 , 即 铅 210 ВОЗЕ а E 
的 究 变 所 平衡 ， 

下 面 来 计算 从 油画 颜料 样本 中 得 到 的 铅 210 的 含量 , 设 y(t) 为 t 时 每 克 白 名 中 铅 210 
的 数量 ,wm 为 油画 刚 完成 的 时 刻 每 克 白 铬 中 存在 的 铬 210 的 数量 ,而 xr) 为 t 时 刻 每 分 
BERAE pi 226 的 衰变 数 .2 是 铅 210 的 衰变 数 , 则 уб) ДЕЙ Т ЛИЙ ШАЙ ЈУ. 


ә Ay + r), y Cto) = x (1.9) 


由 于 我 们 感 兴趣 的 只 是 300 年 左右 的 事情 ,而 镭 226 的 半衰期 是 1 600 年 , 故 ~(O 是 一 个 
常数 , 即 x(t) 二 +, 解 方程 (i. 9) 得 


yG) = +Q — e 1-0 + уе (1.10) 
”通过 下 面 方法 ,我 们 可 以 为 腊 品 的 鉴定 提供 科学 论据 ， 
; 若 画 是 真品 ,我 们 选 上 一 tss300, 则 
on = Ày (tele) — Ге 一 1], (1.11) 
表 1-1 ЖЕ ОД АЙЫЫ 
Emmaus 的 信徒 们 8.5 0.8 
读 乐谱 的 妇 人 0.3 
PRERNA — 8 — 0.17 


Ау, же Ауе? — r(e — 1) (1.12) 
X. di 210 的 半衰期 为 22, 由 (1. 5) 式 得 4 一 In2/22, 因 此 
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ea00 一 ez"? 一 910 (1.13) 

由 于 外 210 ЖАРА 210 的 衰变 率 ,而 且 外 210 的 豪 变 率 较 易 测 量 . 人 们 测定 

T tEmmaus 的 信徒 们 》 及 其 它 几 幅 被 认为 是 伪造 易 的 外 210 ЖИЕ 226 的 衰变 率 如 表 1-1. 
RIAA 12) 计 算 (Emmaus 的 信徒 们 》 中 白 铅 的 Ayo 48 

Ау = 210 e .8.5 + 0.8 • (2% — 1) = 98 050 $ 

这 个 值 大 得 令 人 无 法 接受 ,因此 ,这 幅 t*Emmaus WHAREI E 2 2 89. 用 类 似 的 分 析 

可 以 证 明 《 尝 足 )《 读 乐谱 的 妇 人 》《 弹 曼 陀 林 的 妇 人 》 都 是 伪造 Vermeer 的 , 另 一 方面 专 

家 们 也 证 实 了 《做 花边 的 人 》 和 《欢笑 的 女孩 ) 不 可 能 是 近期 伪造 Vermeer #7181. 因为 这 两 

幅面 的 针 210 与 镭 226 几乎 接近 放射 平衡 ,而 且 在 19 世纪 或 20 世纪 的 绘画 样品 中 都 没 

о. 


第 二 节 ”恶性 肿瘤 增长 模型 


恶性 肿瘤 是 一 种 癌症 . 人 类 为 了 攻克 癌症 ,医学 ,遗传 学 .生物 学 、 生 理学 ,生物 物理 、 
生物 化 学 等 各 科 的 专家 们 进行 各 种 联合 ,以 便 研究 它 的 发 生成 长 规律 及 防治 方法 . 随 着 医 
疗 卫 生 、 科 学 技术 的 不 断 创新 , 莲 物 发 展 , 漓 的 防治 工作 也 发 生 了 令 人 上 电 目 的 进展 . TER 
展 包括 两 个 阶段 : 转 形变 异 和 增 大 . 在 转 形变 异 珍 段 ,正常 的 细胞 会 变 成 一 个 有 能 力 生成 
肿 癌 的 异常 细胞 , 在 增长 阶段 异常 细胞 的 分 裂 速 率 比 正常 细胞 高 得 多 ,进行 分 裂 倍增 ,从 
而 导致 肿瘤 的 增长 发 展 . 对 恶性 肿瘤 ,异常 细胞 的 增长 常常 是 侵略 性 的 ,它们 甚至 可 以 杀 
死 宿主 . 本 节 介 绍 了 四 个 亚 性 肿瘤 增长 模型 . 


一 ,指数 模型 


i NO 为 时 刻 上 的 肿瘤 细胞 数目 , 设 串 瘤 细 胞 的 相对 增长 率 为 à, 如 果 NG) 相对 上 的 
变化 率 是 与 NG) 的 瞬时 值 成 正比 ,由 


由 于 肿瘤 细胞 数目 超过 lo" 时 ， 才 是 临床 可 观察 的 ， ,所 以 N (0) = 10". Му АЛА 
dN | 


+ = АМ, №00) = 10" 
”的 解 是 | 
} NG) = 10"е* 
ООШ ана т Е 18] TE NG -T)=2N(), ТИЯ 
А = In2/T 


这 就 是 肿瘤 增长 的 指数 模型 . 大量 临床 实践 表明 ,在 肿瘤 生长 初期， 几乎 每 经 过 一 定 
的 时 间 , 肿 瘤 细胞 数目 就 增加 一 倍 . 在 肿瘤 生长 后 期 ,由 于 各 种 生理 条 件 的 限制 ,肿瘤 细胞 
数目 逐渐 趋向 于 某 个 稳定 值 . 所 以 指数 模型 适应 于 肿瘤 生长 初期 ， 后 期 会 出 现 较 大 偏差 ， 


二 Logistic 模型 


用 荷兰 生物 数学 家 Verhulst 提出 的 Logistic 模型 更 为 合适 . 记 由 于 生理 限制 肿瘤 细 
8. 
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胞 数目 的 极限 值 为 N。, 关 于 NCe) 的 微分 方程 可 写作 


dN N. = N . 
dz АМ ENO (1.14) 
== 
解 为 Nay = Ne SOD 十 (1 一 кү е -xi | 


下 面 我 们 研究 Logistic 烧 型 的 解 曲 线 的 凹凸 性 及 拐点 . 对 (1. 14) 式 求 导 ,得 
ем _ dN/ NaN ү, 1 ам аму N. — 2N 
т TUNER EN) t M а NO) TEN, = Ne) 


显然 拐点 的 模 坐 标 为- =, мару, УЕ, Ша МС) ЧУ; s= —<N<N, 


时 ,二 阶 时 数 为 负 ， na NORRI. 并 且 曲 线 的 凹凸 绝 段 基 本 是 关于 损 点 对 称 的 专家 
在 实 跨 中 发 现 ,肿瘤 生长 曲线 一 般 不 是 关于 Logistic 模型 的 拐点 对 称 . 即 拐点 横 坐 标 未 必 


RECS ak. 因此 Logistic 模型 经 常 不 能 与 实际 数据 很 好 地 吻合 . 


= Gompertz 模型 
NON, Ж À 3238 BË) Ж [Н] Logistic 模型 , 则 = 模型 为 
$” АМА у (1.15) 


方程 (1. 15) 的 解 为 


Ма) = N(0)exp[ln K (1 —e™)] 


(0) 
显然 方程 的 解 有 以 下 性 质 ， 
DH toot, NEN w 


(2) 当 上 较 小 时 ,es 一 对 ,从 而 得 М) Ме“ "абу, 所 以 当 上 HDR Gompertz 
качок 


《3) 当 м< ч. озщ N>— Мр, LX aq; 而 N= = dg ВЧ атадан. 


由 于 Gompertz Im 8 200018 AMERA S ШЕРА, ТИ 


此 模型 能 比较 灵活 地 与 实际 数据 吻合 . 
J. R. Usher 提出 了 一 个 更 一 般 的 模型 : 


它 的 解 为 | 
М) = Nof (Re) +e 1 — (Hey 


N 
上 述 三 个 模型 均 为 Usher 模型 的 特殊 形式 ， 
当 a-r0 时 ,中 一 ANla D , 即 得 Gomperts 模型， 


当 а] man 1-2) , 即 得 Logistic Ж]; 


PDF 文件 使 用 "pdfFfactory” 试 用 版 本 创建 wu fineprint, com. сп 


当 al B Neo цу АМ, ШИН ЕИ. 
四 、 与 时 间 有 关 的 肿瘤 生长 模型 . 


在 指出 增长 模型 5 AN 时 ,把 相对 增长 率 ) 换 成 le-“, 这 表示 肿瘤 细胞 分 裂 增殖 
的 平均 时 间 逐 渐 增加 ,使 得 肿瘤 增长 速度 减 慢 ， 这 是 因为 生殖 细 苞 占 的 比 全 虽然 没 变 ,但 
它们 逐渐 老化 了 ,分 裂变 慢 ,此 时 模型 为 


dN 
q Aje М f (1.16) 


其 中 А,а HIER. МОЖ МОВУ Ы his 它 模 型 一 致 , 则 方程 的 解 为 
NG) = N(0)exp| 2 I == 221) 


HERTA IRAR Е By Я ЕВЕ, о АДЕ AERAR RRA 
N(0)ex, 

革 些 医学 专家 对 与 时 间 有 关 的 肿瘤 增长 横 型 提出 了 如 下 解释， 

方程 (1.16) 可 以 写成 


an = Қе-*№) 


与 指数 模型 比较 ,将 N 改 成 e “N, 表示 肿瘤 的 生殖 细胞 随时 间 逐 匠 减 少 ,使 得 肿 间 增长 
变 慢 . 系数 没有 改变 ,说 明 分 裂 细 胞 增殖 的 平均 时 间 没 变 , 对 于 这 种 现象 ,被 解释 为 随 着 
肿瘤 的 增 大 ,向 中 心 核 供 氧 越 来 越 加 难 ,中 心 会 出 现 坏死 现象 ,使 生殖 细胞 逐渐 减少 . 


第 三 节 ”入 体 减 肥 模 型 


众所周知 , 肥 联 人 群 患 心 脑 血 管 实 病 ,糖尿病 , 肺 心病 的 比例 比 正常 人 明 曼 偏 高 随 着 
人 和 们 生活 水 平 的 提高 ,肥胖 症 患 者 和 超过 标准 体重 的 人 越 来 越 多 . 在 我 国 中 小 学 生 中 , 肥 
胖 学 生 比 例 也 有 增高 的 趋势 . 减肥 问题 引起 了 人 们 广泛 关注 . 目前 各 种 减肥 药物 和 减肥 请 
械 纷 纷 登场 ,但 疗效 并 不 令 人 满意 ,收效 其 微 , 我 们 在 这 里 建立 了 减肥 的 两 个 数学 模型 , 仅 
从 救 学 上 对 减肥 问题 作 些 初步 探讨 , 

一 、 线 性 模型 

首先 我 们 介绍 一 个 实际 例子 ,从 这 个 实例 的 解决 过 程 ,概括 出 具有 一 般 意 义 的 线性 模 
Ж. 

例 1 某 人 的 食量 是 每 天 2 500 卡 , 其 中 1 200 卡 用 于 基本 新 陈 代谢 ， 在 健身 训练 中 ， 
每 天 他 的 每 干 克 体重 消耗 16 卡 . 假设 以 唐 肪 形成 贮藏 的 热量 100 多 地 有 效 , 而 1 РСН 
肪 含 热 量 10 000 卡 , 求 出 这 个 人 的 体重 是 怎样 随时 间 变 化 的 . 

在 这 个 问题 中 并 没有 “导数 "这 个 十 分 关键 的 词 ， w 关 于 时 
15. 如 果 我 们 把 ww 看 成 是 时 间 :的 连续 函数 ,我 们 就 找到 一 маж“ dt НЛ E. 


首先 我 们 列 出 概念 性 陈述 . 
‚10* 
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每 天 ,重量 的 变化 = 输入 一 输出 

输入 是 指 扣 除了 基本 新 冻 代 济 之 外 的 净重 量 吸收 .， 

输出 是 措 进 行 了 健身 训练 时 的 消耗 

由 于 我 们 的 目的 是 考察 导数 ,因此 ,上 面 物 陈述 可 以 合并 为 更 好 的 概念 陈述 ; 
”体重 变化 /每 天 = 交 吸 收 量 / 每 天 一 消耗 /每 天 ， | | 

КАНЕ E =2 500 K /D—1 200 #/D=1 300 +/D 

每 天 的 净 输 出 =16w F/D | 

чо 0/0 
ен р Э, RIERA E Аза E И УЕ. 题 中 给 出 了 转 
化 为 1 干 克 脂 肪 含 热量 10 000 卡 . 从 而 得 到 了 微分 方程 


dw _ (2 500 一 1200) — 16w 
dz 10 000 


衬 始 条 件 为 一 天 的 开始 时 他 的 体重 :zt 一 0,w=zoe, 初 值 问题 的 解 为 


_ 1300 _1 300 — 1б 加 
Le ехр(— 16/10 000) 


这 样 就 回答 了 所 提出 的 问题. 现在 ,我 们 再 来 考虑 一 个 问题 :这 个 人 的 体重 会 达到 平衡 吗 ? 
显然 当 воо ш 34 = 81. 25 Ж. 
建立 模 二 时 一 般 要 给 出 一 些 假设 ,根据 上 述 讨论 ,我 们 做 出 如 下 很 设 ， 
1. 假设 人 体 的 骨骼 .内 胜 等 变化 不 大 , 视 为 常数 ,人 体重 的 增 碱 仅仅 是 脂肪 的 增 减 ， 
2, 由 于 一 个 人 生活 习惯 相 对 稳定 ,所 以 假定 每 天 所 吃食 物产 生 的 热量 为 常数 p +. 
3. 每 天 用 于 基本 的 新 陈 作 谢 的 热量 为 9 +. 
д. 假设 每 天 因 运 动 消耗 的 能 量 与 体重 成 正比 , 即 mu (e). 其 中 ,人 的 体重 为 wT 
克 , 人 每 类 因 运 动 每 千克 体重 消耗 m +. | | 
5. 以 脂肪 形式 贮藏 的 热量 100 匈 有效,1 TARARE а E. 
^ B 6. 对 于 人 体系 统 而 言 ,能 量 守恒 . 
1. 初始 时 刻 t 一 0 时 ,体重 为 w FH 
由 上 述 假设 ,根据 能 量 守恒 原理 在 A 时 间 内 恒 成 立 
[wt + А} — wt)] -n= [p — q — mwlt)] ` А! 
记 Ia, =b W 20.020 REREH 


n 
wlt + А) — шй) _ a Duli) (1.17) 
Ât 
在 (1.17) 式 中 令 A0, RT ps u ga ДУ 
de поо seu, | ‹1.18) 
dt 
解 为 
— bw 
Таб Ка + _ a x 0 = h 
° 11 ` 
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B гоо w) i ЙЫЗ Л A Н ЗА al ka ta t ЭР. 我 们 还 可 以 直接 从 
微分 方程 (1. 18) 求 出 达到 平衡 状态 的 平衡 值 , 因为 在 平衡 状态 下 ,w 不 发 生变 化 ,所 以 名 


一 0. 这 就 非常 直接 地 给 出 了 平衡 值 刀 一 万 千 克 . 由 此 可 见 , 如 果 我 们 需要 知道 的 仅仅 是 这 
个 平衡 值 ,不 必 解 微分 方程 就 可 以 得 到 它 ， 
从 模型 结论 可 以 看 出 ,通过 减 小 < 或 者 增 大 上 可 达到 减肥 的 目的 , ЖАЛ а= 29, n 


适当 控制 饮食 ,减少 高 脂 舱 食物 的 摄 入 ,可 以 控制 体重 的 增加 . 增 大 5 一 元 , 即 增加 运动 


量 ,甚至 每 天 都 要 进行 健身 训练 可 减轻 体重 . 在 饮食 规律 一 定 的 前 题 下 ,每 天 都 进行 健身 
训练 ,永远 坚持 下 去 就 可 使 体重 达到 一 个 平衡 值 . 


二 、 非 线性 模型 


在 上 述 讨论 中 ,我 们 在 第 4 条 根 设 中 ,假设 每 天 因 运 动 消耗 的 能 量 与 体重 成 正比 . 经 
专家 研究 表明 运动 消耗 能 量 并 非 都 是 这 种 简单 的 线性 关系 ,因此 ,我 们 还 可 以 假设 每 天 因 
运动 消耗 的 能 量 与 zi 成 正比 ,这 样 就 得 到 如 下 模型 ; 


Q a — bot, t (0) = ш 


这 是 一 个 非 线性 方程 ， 若 我 们 只 想 知道 这 个 人 的 体重 是 否 会 达到 平衡， 平衡 值 是 多 少 ? 我 
们 可 以 讨论 方程 


giU о ЕВЗ ©= (对 ) .车 我 们 还 想 知 道人 的 体重 随时 间 变 化 的 全 过 程 ,就 
得 讨论 方程 初 值 向 题 的 解 . 今 w= 世 , 则 非 线性 方程 化 为 变量 可 分 离 的 微分 方程 , 解 之 得 . 


Et + дь ) 
其 中 а. 


e= Zl 


2 syw, L)- e) 2 to + Í 
flw) = "=ч ТЕТ = т aa [TE =) zgi" w ae: 
很 容易 地 得 到 估计 式 
лш < +t 
Уш, —! 


H 
于 是 ,我 们 还 可 以 得 到 Jim 00605). 


*。12， 
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第 四 节 ”新 产品 销售 模型 


一 种 产品 进入 市 场 后 ,经 营 者 自然 要 关心 消费 者 以 怎样 的 速度 接受 这 种 产品 ,以 及 广 
告 在 销售 中 的 效果 等 销售 规律 .本 节 将 介绍 三 个 销售 模型 来 初步 探讨 销售 规律 . 


一 ,新 产品 销售 的 Logistic 模型 


假定 在 1=0 时 ,一 种 新 产品 被 介绍 到 一 个 需求 量 的 上 界 为 K 的 市 场 里 . 设 KG) 表示 
:时刻 购 买 了 新 产品 的 人 数 , 尽管 Nb) 是 以 整数 变化 的 ,但 我 们 仍 把 它 近 似 地 视 为 时 间 的 
连续 函数 . 我 们 假设 :对 于 一 位 尚未 购买 新 产品 的 潜在 消费 老 来 说 ,只 有 当 一 位 产品 购买 
者 对 他 谈论 了 这 种 产品 后 ,他 才 可 能 会 购买 它 .于 是 ,在 很 短 的 时 间 间 隔 Az 内 采纳 这 种 产 
品 的 消费 者 数 AN 与 在 此 之 前 已 经 购买 了 产品 的 消费 者 数 N 以 及 还 不 知道 这 种 产品 的 
潜在 消费 者 K — N 成 正比 . 因此 在 比例 系数 为 时 ,有 

AN=AN(0O(K—N(¿)) ° Az 

或 


ЗМ мо) (K—N()) (1.19) 


设 t=0 时 ,有 No 个 潜在 消费 者 购买 了 这 种 产品 , 我 们 可 以 得 到 满足 初 值 问题 


NL AN(K—N),N(0)=N, | (1.20) 


的 解 为 


Ке 
NDT ETN F 


此 即 为 Logistic Ж], 从 它 的 函数 图 象 可 知 ， 当 销售 量 小 于 最 大 需求 量 一 半 时 ,销售 速度 
是 未 渐 增加 的 ;销售 量 恰好 达到 最 大 需求 量 一 半 时 ,该 产品 最 为 畅销 ,其 后 销售 速度 开始 
ТЇ. 实际 情况 表明 ,产品 销售 情况 有 时 与 Logistic 模型 十 分 吻合 . 


Z Bass 模型 


在 Logistic 模型 中 ,我 们 假设 对 于 一 
位 尚未 购买 新 产品 的 潜在 消费 者 来 说 ,只 
有 当 一 位 产品 购买 者 对 他 淡 论 了 这 种 产品 
后 ,他 才 可 能 购买 它 . 因此 Logistic 模型 有 
与 实际 不 符 Bass 认为 新 产品 进入 市 场 


后 的 扩散 过 程 类 似 干 传染 渍 的 扩散 过 程 . 

他 以 传染 病 模 式 为 基础 导出 了 一 个 微分 方 

程 模型 ,用 以 估计 包括 黑白 电视 机 等 多 种 „Кш 
б ee Bass 认为 一 个 新 型 1-1 ЕЕ ИЙ 


品 进 入 市 场 ,其 有 关 信 息 的 传播 一 般 有 
yt 一 部 分 人 购买 之 后 经 过 使 用 而 对 产品 有 所 评价 并 传播 开 来 ,在 这 些 早 期 产品 购 
买 者 周围 的 人 们 也 就 得 到 了 有 关 产 品 的 信息 再 者 是 经 营 者 或 厂家 通过 大 量 的 宣传 工具 ， 


+ 13 ° 
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如 收音 入 .电视 .报纸 等 上 面 的 广告 宣传 ,或 人 们 在 宥 店 亲 眼看 到 商品 等 来 自 购 买 者 以 外 
的 信息 .下 而 给 出 Bass 模型 的 表示 . 
设 K 为 潜在 的 消费 者 总 体 数 ,N (2) 为 时 刻 t 购买 了 新 产品 的 人 数 . В КРМ). 一 
部 分 是 来 自 消费 者 内 部 口头 传播 的 有 关 产 品 信息 ,导致 的 购买 者 增 最 . 
AN (CK — N(t))At 
其 中 是 大 于 堆 的 比例 系数 ,如 果 不 考虑 另外 一 种 秘 揪 途径 , 则 可 得 到 新 产品 销售 的 Lo- 
gistic 模型 ,如果 把 来 笑 消 费 者 外 部 的 有 关 产 品 的 信息 导致 的 购买 者 因素 考虑 进去 ,在 At 
时 ,通过 广告 宣传 和 其 他 途径 促使 潜在 消费 者 可 能 购买 数 与 还 不 知道 这 种 新 产品 的 潜在 
消费 者 数 成 正比 , 即 对 某 个 正常 数 и 
К — N@))A 
所 以 ,在 时 间 段 Az 内 ,购买 者 增 其 为 
AN = АМО)СК — Ма))м + (K — МО) А. 


从 而 空 = = АМК — N) 十 AR 一 NG) 

这 就 是 Bass 模型 ,如果 和 (0)==0, 则 NG) 满足 初 值 问题 的 解 为 

K pleto = 1] 
АК + реи 

НАТЕ РЕТЕЛ А ХЕ ЕВУ, У 

P m, НЕ @ ЖЕЙ. Nie 25 PLC (Produet Life Cycle). Bass 模型 成 功 地 区 分 了 周一 消费 者 
总 体 中 产品 信息 的 两 种 不 同 的 传播 渠道 , Bass 的 研究 还 进一步 将 消费 者 总 体 分 为 两 部 
分 ,一 部 分 叫做 革新 者 , 另 一 部 分 叫做 模仿 者 . 他 认为 在 同一 社会 里 ,一 些 人 对 新 型 的 商 
品 、 技 术 的 采用 总 是 比 另 一 些 人 要 早 些 ,于 是 被 称 为 革新 者 ,而 那些 较 晚 采用 的 人 就 被 称 
为 模仿 者 . 人们 接受 了 Bass 提出 的 信息 传播 的 两 种 途径 及 把 消费 者 分 为 革新 者 和 模仿 老 
的 概念 . 但 Bass 模型 得 到 的 PLC 曲线 是 单 峰 的 ,Bass 模型 看 不 到 他 所 分 析 的 两 类 不 同 消 
费 者 在 市 场 中 表现 出 的 不 同 消费 行为 ,但 恰恰 是 消费 者 的 行为 决定 了 新 产品 推广 模式 . 但 
对 于 新 型 而 消费 品 , 我 们 观察 到 ,有 时 其 生命 曲线 在 开始 阶段 有 一 个 小 的 销售 高 峰 , 然 后 

. 有 一 段 时 间 的 持平 或 销量 下 降 , 而 后 再 次 进入 销售 上 升 阶段 ,达到 高 峰 , 从 而 出 现 汉 峰 的 | 
PLC. 这 类 问题 将 由 下 面 的 模型 解决 . 


Ма) = 


= Streffens-Murthy 3891 


Р. К. Steffens 和 0. N. P. Mur thy 针对 Bass 模型 存在 的 缺点 . 以 革新 老 和 模仿 者 在 
市 场 中 表现 出 的 不 同 消费 行为 为 依据 建立 了 新 的 产品 销售 模型 . Steffeas-Murthy 模型 的 
PLC 曲线 不 仅 能 出 现 单 峰 , 同 时 也 适用 于 出 更 双 峰 的 情形 .… 首先 我 们 先 给 出 模 迎 的 假设 ， 
1. 有 关 新 产品 信息 可 分 为 两 类 ,搜寻 型 信息 和 体验 型 信息 . 搜寻 型 信息 是 指 人 们 从 
广告 、 光顾 高 店 以 及 从 产品 的 使 用 说 明 书 了 解 和 获得 的 信息 ' ЖЕКИ а АНН НХ 
产品 使 用 产品 得 到 的 对 产品 的 认识 信息 ， 
2. 消费 者 总 体 按照 他 们 在 决定 采用 新 产品 之 前 所 需要 的 信息 分 成 两 部 分 . 第 一 部 分 
是 消费 者 有 了 产品 的 搜寻 迎 信 息 就 决定 购买 该 产品 , 称 为 革新 者 ， ;第 二 部 分 是 消费 者 一 定 
la 
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要 得 到 产品 体验 型 信息 之 后 才 购 买 该 产品 , 称 为 模仿 者 . 
з. 消费 者 总 体 人 数 为 天 ,0 和 8, 分 别 为 革新 者 和 模仿 者 的 比例 系数 , 则 
K, = ôK 一 革新 者 总 数 ,天 = 0,К = 模仿 者 总 数 ， 
В 2,+2,<1. 
4. ВИЛЕ ИАА ЕА PE Ek h. 
5. НАВ Т ЕТ ЖИЕ ЕА К. 
下 面 建立 搜寻 型 信息 传播 的 模型 ， 
设 玉 (0 和 下 (分 别 表 示 在 上 时刻 已 得 到 搜寻 型 信息 的 革新 者 人 数 和 总 人 数 . 由 假设 
4, 有 
F G) = Ра) (1. 21) 
考虑 到 搜寻 型 信息 的 传播 仍 有 两 个 途径 , 即 来 自 消费 者 外 部 的 广告 传播 及 来 自 消费 
者 内 部 的 口头 传播 仿照 Bass 模型 的 做 法 ,给 出 搜寻 型 信息 的 传 插 公 式 
sac = ¿FOYK = Fü) ka EON OAT (1.22) 
其 中 а, а 是 大 于 零 的 比例 系数 , 现在 考虑 NiGJ 为 上 时 刻 已 购买 了 新 产品 的 革新 
者 人 数 ,并 且 注 意 到 这 部 分 人 只 要 接收 到 搜寻 型 信息 后 立即 购买 ,那么 有 Ni G)= ЕС). 
因此 由 (1. 21) 和 (1. 22) 得 | | 
dN 6) | 
— = (K, — Мб) (а + BN,G)),N,(0) = 0. (1.23) 
(1. 23) 式 即 为 关于 革新 者 方程 . | 
由 假设 5, 模仿 者 一 二 得 到 了 产品 使 用 的 体验 型 信息 后 决定 购买 , 而 体验 型 信息 是 模 
仿 省 通过 与 已 购买 使 用 了 该 产品 的 人 们 直接 交流 得 到 的 ,那么 此 类 促使 模仿 者 采 取 购 买 
行动 的 信息 其 传播 方式 应 该 是 纯 口 传 的 , 假设 人 们 在 购买 产品 后 需要 经 过 时 间 T 才能 得 
出 对 该 产品 的 评价 ,并 且 绝 大 多 数 人 在 购买 后 感到 满意 , 持 不 满意 见 的 人 数 可 忽略 . 
设 Ns(t) 为 1 时刻 购 买 了 新 产品 的 模仿 者 人 数 , 得 到 如 下 关于 模仿 者 方程 为 


ND L (K, = мома T) + Y,N,G — T>) а.) 


BRA LT N G= 0, y fg ri tT Yu, 7,20 ,表示 还 未 购买 新 产品 模仿 者 分 别 从 
已 购买 了 该 产品 的 革新 者 和 模仿 者 那里 得 到 的 产品 体验 型 信息 导致 购买 行为 的 系数 . 方 
程 (1.24) 是 具有 时 滞 的 微分 方程 ,不 便于 研究 .我 们 把 方程 (1. 24) 简 化 . 为 此 假设 : 
6. 与 产品 信息 传播 相 比 ,购买 产品 后 对 产品 评价 所 需 时 间 忽略 不 计 , 即 了 =0. 
7, 在 体验 型 信息 传播 方面 ,革新 者 与 模仿 者 的 作用 相同 ,如 .== 
ос 
dNat) 
dz 


= УСК, — NDN) + N,G0),N,0) = 0, (1. 25) 


方程 (1.23) 和 (1. 25) 一 起 ,描述 了 新 产品 扩散 的 过 程 , 称 为 Steffens-Murthy 模型 ， 
简 记 为 S-M 模型 . 由 S-M 模型 解 出 Ni 和 N202), 则 5 时 刻 新 产品 购买 者 总 数 为 
Ма) = №0) + N,(t). 
由 于 旗 用 消费 品 短期 内 不 会 重复 购买 , 故 N(2) 可 以 看 作 是 随时 间 : 变化 的 产品 累积 
销售 量 函数 . 把 М ОЖ Ns(4) 分 别 按 各 时 期 列 出 销售 量 表 并 绘图 ,可 以 看 到 它们 各 自 呈 
А d • 15 • 
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童 峰 结构 , IB 32 ЯЛ Е WI ATENEA 也 可 能 仍 为 单 峰 ,这 是 S-M 模型 的 
灵活 之 处 ， 


第 五 全 ”作战 模型 


第 一 次 世界 大 战 期 间 ,F. W. Lanchester 提出 了 斤 个 尚 不 成 熟 的 作战 模型 . 从 那 以 后 ， 
人 们 不 断 地 推广 这 些 模 型 ,并 用 Lanchester 模型 分 析 一 些 战争 实例 . 本 节 介 绍 了 三 个 
Lanchester 模型 . 并 且 介 绍 了 一 个 二 次 大 战 中 的 著名 战役 , 即 美 日 的 硫黄 岛 之 战 ， 


te 战斗 模型 


一 支部 队 和 一 支 y 部 队 互 相交 战 . 设 OM y(0) 分 别 代 表 两 个 部 队 在 上 时 刻 的 力 
量 ,; 其 中 t 从 战斗 开始 时 以 天 计算 .视力 量 z(t 和 y(t) 为 士兵 的 数量 ,并 且 假 定 OM y 
(2) 是 连续 地 变化 ,并 且 为 时 间 的 可 导 函 数 ， 

对 十 x 部队, 由 于 各 种 不 可 避免 的 疾病 、 开 小 差 以 及 其 它 非 作战 事故 所 引起 的 损失 
率 , 称 为 自然 损失 率 (OLR,); 由 于 与 у 部 队 语 遇 而 产生 的 战斗 损失 率 (CLR,), 以 及 补充 
率 (RRR) 等 信息 . 假定 zx() 的 净 变 化 率 由 下 式 给 出 

dza) _ 
dt 

y 部 队 也 有 一 个 类 似 的 方程 . 问题 是 要 求 出 关于 每 个 部 队 的 这 些 变化 率 的 适当 公式 ， 
然后 分 析 相 应 微分 方程 的 解 z(t 和 y(t) ,从 而 确定 谁 将 “赢得 ”战斗 . 

在 方程 (1. 26) 中 ,一 般 可 假设 自然 损失 率 ОК, 与 士兵 的 人 数 z 成 正比 , 即 ОЕ, = 
axr, OLR, =by 而 战斗 损失 率 与 部 队 的 作战 形式 有 关 ， | 

mE z 部 队 是 正规 部 队 , 打 的 是 常规 战 ,z 部 队 的 士兵 公开 地 活动 ,处 于 y 部队 每 一 
个 士兵 的 监视 和 杀伤 范围 之 内 ,一 旦 z 部 队 某 个 士兵 被 杀伤 ,y 部 队 的 火力 立即 集中 在 其 
余 士 兵 身 上 ,那么 xz 部 队 的 战斗 损失 率 CLR, 与 y 部 队 士 兵 的 人 数 y 成 正比 , 即 CLR, = 
byb ЖЕЛЕ y 部 队 的 战 计 效果 系数 , 它 可 以 表示 为 5 二 +r,p,, 其 中 + Ж y 部 队 的 射 速 (每 天 
每 个 士兵 的 射击 次 数 ) ,p, 表示 一 次 射击 杀 死 一 个 敌人 的 可 能 性 . 

mE r 部 队 打 游击 战 , 它 的 士兵 在 у 部 队 看 不 到 的 某 个 面积 为 A. 的 隐藏 区 域内 活 
动 ,y 部 队 士 兵 不 是 向 x 部 队 士 兵 开 火 , 而 是 向 面积 为 A 的 区 域内 射击 ,并且 不 知道 杀伤 
情况 . 此 时 x 部队 的 战斗 损失 率 不 仅 与 y RER MES x 也 成 正比 . 即 OLR,= вту. Ñ 


JARAH аорту ,其 中 必 仍 是 射击 率 ,命中 率 p, 是 > 部 队 一 次 射 的 有 效 区 过 


面积 4 与 x 部 队 整 个 活动 区 域 面积 А, 之 比 ， 
在 以 上 假设 下 ,Lanchester 根据 战争 的 不 同 特性 ,给 出 了 三 个 不 同 的 模型 : 
常规 战争 


— (OLR, + CLR,) + RR (1.26) 


дт) _ 


ә ахи) — bylt) + FE) 


фә =— cz(t) — byt) + Са) 
游击 战争 


• 16 ° 
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O = — аг) — вау + FD 


WO -一 дусу — һу + ба) 
常规 -游击 战 混合 型 
4а) = 一 а) 一 хуб) + ЕО) 
sxn =— cr(t) — dyt) + GE) 
在 这 三 个 模型 中 ,a .bc,d Ag ЗЕТА РОТ С ЖЫ ЖА ИИИ ЕРА 
补充 率 . 
二 、 常 规 战斗 模型 


在 对 战争 的 演变 种 预测 结局 作 初 步 分 析 时 ,我 们 考虑 双方 都 没有 增援 的 情况 , 即 
FC) 二 Ge) 二 0, 并 县 假设 自然 视 失 率 为 零 . 则 常规 战争 模型 简化 为 


dy 
Ф =— сох (1.28) 
用 (3.28) 除 以 全, 27) 式 ,可 以 得 到 
| 25 = = (1. 29) 


把 (1. 29) 式 分 离 变量 并 积分 得 


DOPU) — y2) = clr? (t) — 25) (1. 30) 
HP уо 为 战斗 开始 时 ,双方 的 战斗 力 , 邻 天 一 ac% 一 < 友 , 则 (1.30) 式 化 为 
саа (1.31) 
(1. 31) 式 确定 的 围 形 是 双 曲 线 族 ,图 
1-2 绘 出 了 对 应 不 同 天 值 的 双 曲 线 , 显然 ， Уф K> fm ` Ko 


我 们 只 需 考察 兵力 象 跟 (z 产 0,y2>0) 中 的 
曲线 . 黄 线 上 的 箭头 表示 兵力 随时 间 而 变 
的 方向 . 因为 rOy DRAE 
0 1900. 所 以 箭头 的 方向 如 图 1-2 所 
示 . 


如 果 KK 之 0, 轨 线 与 5 轴 交 于 \/ 5,80 


图 1-2 . 


FE nH z(&)=0 yy) E >o. 
这 表明 y 部 队 获 胜 , 同 理 可 知 , 当 天 一 0 时 ,双方 战 平 ,车 天 <0, 则 x 部 队 获胜 . 如果 ?部 
Е. 6 17 • 
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MIE ADIERA K> 的 战斗 态势 ,天 >>0 PAFL) > 之 ,注意 一 pc 一 
rpe y 部 队 取 胜 的 条 件 可 表示 为 
(2) >25 EE 
这 表明 初始 时 刻 兵力 之 比 对 战争 的 结局 是 以 平方 关系 起 作用 的 , 即 如 凡 у BAHRA Э 
始 兵力 从 字 一 1 йд? = 2,2, y 部 队 影响 战争 的 结局 的 能 力 从 1 增加 到 4. 正 是 由 于 
这 个 缘故 ,常规 战争 的 这 种 规律 称 为 平方 律 ， | 
方程 (1, 31) 只 与 两 支部 队 各 自 的 兵力 有 关 , 而 与 时 间 的 推移 无 关 . 通过 下 述 方法 ,可 
得 到 关于 兵力 的 瞬时 变化 公式 ,对 (1. 27) 式 微分 ,并 利用 (1. 28) 式 可 得 
dr _ ,dy 


则 ссу НА (л. 


2 

b — фех = 0, 

x(0) = z,,z'(0) = — Бу, 
的 解 为 

zl) = xocospt — Yysinft (1. 33) 

b 

其 中 8=V bc, y=, 三 ' 类 似 地 ， 

ya) = узсоѕ бг 一 зїї (1.34) 


图 1-3. Къо 的 特殊 情况 下 ,(1. 33) 式 和 (1, 34) 式 的 图 形 . 可 以 看 出 ,y 部 队 要 取胜 并 
不 -- 定 要 求 yo 超过 zo 但 必须 使 5 之 cx 或 等 价 地 Y yo >To 


> 
ГА 获胜 
L=0 


| 


z: 
g 


_ 
À 
图 1-3 图 1-4 
三 ,游击 战 模型 
很 设 两 支 游击 部 队 在 作战 中 均 无 自然 损失 和 增援 ,在 这 些 严格 条 件 下 ,游击战 模 型 将 
化 为 
` 18 . 
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dz 
1 — 82 
d 
| r: 一 一 下 zy 
消去 dt 得 
dy А _ 
dz = g (1. 35) 
МЕА | 
(уб) — yo) = h(z(t) — xa) (1. 36) 
设 L= gya Ато. W| (1. 3D RR RER 
пу — hz = L. (1.37) . 


ma 1>0,1?#>®, R| y НАА. 同样 L<0 时 ,z 部队 获胜 , (1. 37) 式 的 图 形 如 本 
1-4,0. зза Ир ПЕНЕН да ОНЕ ,这 种 规律 称 为 线性 律 

` 常 规 -游击 战 混合 模型 

此 时 ,一 支 游 沿 部 队 与 一 支 党 规 部 队 交战 .假设 无 增援 也 没有 自然 损失 . 在 这 种 情况 


下 ,模型 为 
dx 
Е = — лу 
]d 
Ee 
其 中 并 表示 游击 部 队 ,y 表示 常规 部 队 , 消 去 di 得 
dy < 
dr ру 
对 其 积分 ,得 抛物 律 
ву) = 2czGt) + M (1. 38) 


其 中 М== дуг ero ШЖ М0, ЯК АЯК Е M> 时 ,常规 部 队 获 胜 . (1. 38) 1% 
2 
定 的 图 形 是 抛物 线 族 ,如 图 1-5. #ПЕЗИ у BARE N M>0, 或 { 2) > ©, bore 


年代 入 ,得 


MAy 获胜 


Ye Í r= А.р, š 1 
(2) т А ж Ми) Fa  M=ú, YA) 
下 面 利用 (1, 39) 式 分 析 一 下 以 正规 部 V. м<0.2 # 


队 作 战 的 y Ж T Rh ИНА z 需 投入 
多 大 的 兵力 yo 设 甲 方 兵力 za= 100, fh rh 
Ж p= LARR r Ву А r, B — 
半 , 整 个 活动 区 域 的 面积 是 0. 1 平方 干 米 ， 0 
y 部 队 每 次 射击 的 有 效 面积 是 1 平方 米 ，_ 2 

那么 y 部 队 取 得 胜利 必须 使 | 图 1-5 
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ү, 1 0.1 X 10 X 0.1 
| ) >? 2 1х100 


&}°°>10,у 部 队 必 须 10 倍 于 游击 部 队 z MRH. 


在 越南 战争 中 ,到 1968 年 春 ,美国 在 越南 战场 投入 的 兵力 约 为 168 万 ,越南 北越 和 越 
共 的 兵力 约 为 28 万 ,兵力 出 为 


= 100, 


1 680000 _ 
280000 一 


在 1968 年 2 月 间 的 新 年 攻势 刚 过 ,Westmoreland HEREXES РИЙ ЖЕ ЖОШ 
派 一 支 20.6 万 人 的 部 队 . 如 果 约 翰 逊 总 统 根据 要 求 派出 20. 6 万 人 的 部 队 ,那么 ,双方 力 
量 对 比 将 增加 到 


1 886 000 
280 000 


这 仍 不 足以 使 常规 部 队 的 状况 有 较 大 的 改变 , 而 越南 部 队 也 将 会 增加 到 31. 4 万 人 ,比例 
PRR 6 : 1. 正 是 基于 这 样 的 分 析 , 以 及 美国 人 民 对 整个 事态 的 焦虑 ,约翰 彼 总 统 才 不 得 
不 从 政治 上 寻求 一 种 解决 越南 问题 的 办 法 . 他 拒绝 了 Westmoreland HER RETER 
MEEK ,最 终 美 国 于 1973 年 撤离 战斗 ,越南 取得 了 最 后 的 胜利 ， 


五 ,硫黄 岛 战斗 模型 


硫黄 岛 位 于 东京 以 南 660 英里 ,是 一 座 火 山 岛 ,面积 仅 8 平方 英里 . 二 次 世界 大 战 中 ， 
最 残酷 的 一 场 战斗 就 是 在 这 个 岛 上 进行 的 ,交战 国 是 日 本 和 美国 . 硫黄 岛 作为 日 军 的 重要 
基地 ,可 以 组 织 攻击 前 去 骏 炸 东京 和 日 本 其 它 城市 的 美国 飞机 ,相反 美国 要 占领 它 作为 自 
BARE ARRENE. 美军 于 1945 年 2 月 19 日 开始 缆 击 ,日 军 要 求 不 惜 一切 代价 守 
住 这 个 岛 ,只 要 还 有 一 个 人 ,就 要 进行 下 去 . 美军 志在必得 . 激烈 的 战斗 持续 了 一 个 月 , 双 
方 伤亡 惨重 ,日 方 守 军 21 500 人 ,其 中 20 000 多 人 阵亡 ,其 余 被 俘 ,美军 共 投入 73 000 
人 ,伤亡 20 265 人 .战争 进行 到 第 28 天 时 美军 宣布 占领 了 这 个 岛 , 实 际 战 斗 到 36 天 才 结 
Ж. 
 J.H.Engel 利用 美军 战地 记录 构造 了 硫黄 岛 战斗 的 Lanchester 模型 ,分别 用 AOR 
лоо 天 的 类 军 和 日 军士 兵 人 数 . 在 战争 期 间 , 美军 得 到 了 支援 ,而 有 日军 没有 , 设 美军 
的 补充 率 为 F(t). 忽略 非 战斗 减员 , 即 认为 自然 损失 率 为 零 , 则 硫黄 岛 战斗 模型 为 


= 6.7 


ЗА Ы + FO) (1.40) 

Y= A) (1.41) 

对 (1. 41) 微 分 ,然后 利用 (1. 40) 得 | 
У — bJ =— FG) (1.42) 

方程 (1. 42) 是 一 个 带 有 "“ 驱 动力” 一 cF (5 的 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ,可 以 解 得 
Та) = Joschi) — “sint 80) 一 + | siapa 一 DF(od (1.43) 
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其 中 也 和 A AMARENA ЕН ЖЕМЕЙ ЕЛ AVTV | S A BEO 
ЖЫН | 一 一 cA 


将 (1.43) 式 对 上 微分 ,然后 利用 (1, 41) 就 可 以 确定 A(z), 由 对 积分 式 求 微分 的 菜 布 
尼 效 法 则 


dr . 9 , 
Я (ваз) ТРА |: кайф (1.44) 


对 (1. 43) 微 分 ,注意 sin0 一 0, 上 一 <, 得 
ч = fJ sinl) ~ єА„со5({1) 一 с. созва — 5)Е (5) 
Е 9 


c 


HA А00) = А, = 0, ТЈ. DP AG) = 一 芋 守 ,我 们 可 以 得 到 两 军 兵力 随时 间 变化 


的 规律 
| | Alt) = — ?Д,з1п(#%) + [сова 一 s)F(s)ds (1.45) 
JG) = Jeos(8r) 一 y| singa — s)F(s)ds (1.46) 
9 
初始 条 件 为 
ACO) = 0,J(0) = J, = 21 500, 
美国 的 增援 率 ЕО) 
54 000 0<:<1 
0 1<{<2 
6000 2<:<3 
си 3<:<5 


13 000 5<;<6 
0 6 <:=< 36 
现在 就 镜 下 8 和 7 是 待定 的 了 .为 此 得 确定 6 和 c.5 和 < 不 能 仅仅 是 现役 战斗 员 而 应 
”是 整个 部 队 的 平均 战 半 效 果 系 数 . 设 美军 在 1 二 1,2,… ,36 时 的 实效 人 数 为 АЧ. 为 了 
估计 系数 c, 对 (1. 41) 式 作 积分 ,并 用 求 和 代替 ,得 


36 36 
узв) — 70) =— ef Aade =— ЎА 


t=1 


由 战地 记录 得 和 Aaalt) 一 2 037 000, FÆ 


o = JCO) = JG36) _ 21 500 — 0 
sie 0 500—0 


203 700 == 0. 019 6 f (1.47) 


利用 Cl.47) 给 出 的 。 值 ,我 们 可 以 求 出 日 军 在 战 时 每 天 的 实际 人 数 „О ЕЙ. 
J oa (t) а= Ј(0) 一 eY AmC), 
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= 21 500 — 0.010 6 > A. (k),t = 0,1, --",36. (1.48) 


这 里 ,我 们 对 (1. 41) 式 求 从 0 到 + 的 积分 ,然后 用 (1. 48) 中 的 和 代 换 了 | дсб Bi T 


第 28 天 到 第 36 大 交战 ,只 是 零星 地 进行 ,为 求 出 六 我 们 令 上 28. ER c 时 ,选择 :一 36， 
是 因为 愉 有 当 整 个 战斗 结束 时 ,我 们 才能 获得 准确 的 日 军 军队 损失 数 ) 对 (1. 40) 积 分 


AG) = А, 一 осо + | eas 
ард ЭД + >к) 
TOIRE 000, H (1, 48) 式 可 算 
出 Da 500, 根 据 美军 伤亡 数 可 


А028) = 73 000— 20 165=52 735, 所 以 


28 . 
> FO) 一 А28) 
b == SL = 0.054 4 


从 而 得 到 8 一 0. 024 013.У= 2. 265 409, [H 
(1.45) 和 《1.46) 式 可 以 得 到 每 天 美军 和 日 
军 (理论 的 ) 士 兵 人 数 | 


* i 
A(t} = — 48 706. 293 5sin0. 024 013: +Í cos0. 024 01320: — s)F(s)ds, 
` ° 


J(t) = 21 500cos0. 024 013; — 0. 441 422| sino. 024 0130 — s)F (Cs)ds. 
在 图 1-6 中 ,给 出 了 美军 战地 记录 的 实际 数据 与 模型 的 理论 结果 进行 了 比较 ,可 以 看 
出 二 者 吻合 得 相当 好 . 
第 六 闻 ”种 群生 态 学 僻 型 


生态 学 是 生物 学 中 研究 生物 的 宏观 现象 的 科学 ,研究 生物 体 与 环境 之 间 的 关系 . 研究 
生物 群体 之 间 的 关系 . 研究 过 程 中 ,这 些 关系 往往 可 以 通过 一 个 数学 模 列 来 描述 ,这 样 的 
数学 模型 就 称 为 种 群生 态 学 模型 . 在 种 群生 态 学 中 ,和 且 的 是 要 想 办 法 去 建立 能 够 比较 准确 
地 描述 这 个 系统 的 数学 模型 ,然后 通过 数学 的 计算 和 数学 理论 分 析 去 解释 ,去 了 解 一 些 生 
态 现象 ,以 达到 人 类 对 某 些 生态 现象 的 控制 ， 

一 ,. 单 种 群 模型 


我 们 假设 所 研究 的 种 群 密度 分 布 是 均匀 的 ,因此 种 群 的 密度 可 以 表示 成 时 间 t 的 也 
数 N (O ,假定 种 群 密度 随时 间 z 的 变化 率 与 当时 种 群 密度 成 正比 , 即 模型 为 
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q = YN: | (1. 49) 

这 里 + БЕРЕН Р: ЖА UB CE CH ЕЖЕТ: Ж). МО ЕЖЕ N (0)= N, 0348 
为 | 

Ма) = Ne" (1.50) 


容易 看 出 , 当 soo 时 ,有 Nioo. 这 也 就 说 明 模型 (1.49) 只 能 对 较 短 时 间 的 情况 实用 ， 
因为 在 自然 界 中 ,种 群 的 密度 不 可 能 增长 到 无 限 ,而 是 有 一 个 最 大 的 限度 天 ,1938 年 Ver- 
hulst 提出 把 模型 (1. 49) 修 改 为 


， 是 u s = =й = 1) | (1.51) 
其 中 天 为 环境 容纳 量 ,(1. 51) 式 满足 初 值 条 件 N(0)= N, 的 解 为 
Ма) = K[1 + (六 一 1)exp( 一 rt) ] (1.52) 


我 们 可 以 看 出 (1 51) 式 有 两 个 平衡 点 ,其 一 是 .， :+ Ко) 
N 一 0, 另 一 个 是 只 一 大 (当初 值 取 到 Nu 一 0 或 ASS 
ек 时 ,有 人 一 0). 平 衡 点 N 一 0 是 不 稳定 
的 , 这 是 因为 任何 接近 于 =0 的 初 值 出 发 的 
(1. 51) 的 解 当 z 增 加 时 都 远离 和 =0. 而 平衡 点 
N= K 是 浙 近 稳定 的 . 渐 近 稳定 是 指 对 于 任意 
给 定 的 6 之 0, 必 存在 6>0, 使 当初 值 在 (K 一 5， 
KORHERR МО ЖІК М) |<, 17 
且 当 гов, МС) K А 1-7. І RNC. 61) 所 措 述 的 生态 现象 必 将 达到 上 
ETA. 种 群 不 会 绝 灭 ,也 不 会 无 要 繁殖 . | 
方程 (1. 51) 被 称 为 Logistic 模型 , 它 比 指数 增长 模型 (1. 49) 更 接近 于 实际 ,但 它 也 有 
缺点 . 有 时 会 产生 较 大 偏差 , 人 们 认为 方程 产生 偏差 的 原因 是 对 密度 制约 效应 的 线性 化 ， 
我 们 把 方程 (1. 51) 写 为 


1 dx r 
мо d 一 КМО 
上 式 右 端 是 NO 的 线性 函数 ,车 更 为 接近 实际 情况 , 则 应 该 用 非 线 性 密度 制约 函数 , 即 方 | 
程 改写 为 | 
ЕН = NF(N) (1.53) 


这 就 是 单 种 群 的 一 般 模 型 ,关于 模型 (1. 53) ,我 们 希望 了 解 是 否 和 (1. 51) 一 样 , 也 存在 一 
个 稳定 的 平衡 态 ,而 且 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,也 就 是 说 ,不 管 种 群 密度 的 初始 数量 如 何 , 经 过 
笑 当 长 的 时 间 后 ,种 群 密度 将 保持 在 平衡 态 的 数量 ,为 此 我 们 给 出 如 下 的 定理 ， 
定理 1 如 果 函 数 RCN) 满 足下 列 条 件 , 则 模型 (1. 53) 的 正平 衡 点 是 全 局 渐 近 稳定 
的 ， 
(]) 有 一 个 正 的 平衡 位 置 N , 即 存 在 N 20,186 FO(N )=0; 
DREA N Æ N'>N2>0,8 F(N)>0, В 
. . 23 . 
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(3) 对 于 所 有 的 М, N>N' ,# F(N)<0. 
例 3 Gilpin 和 Ayala 考虑 如 下 种 群生 态 学 模型 
dN NY? 
ч = Ni (Z) J: 
其 中 r+,K 和 8 是 正常 数 , 有 平衡 点 N=K,X8 F(N)=r| i— (É) | , 当 0< N< K Bl, F 
(N)>0;2334 N>K BF, F(N)<0. 由 定理 1, 平衡 位 置 N= K 是 全 局 稳定 的 . 
FKG. 510, (1. 53) 是 描述 种 群 在 自然 环境 下 增长 规律 的 模型 ,这 些 种 群 没有 受到 人 
类 的 开发 , 例如 在 渔业 中 ,方程 (1. 53) 只 描述 鱼 在 自然 环境 下 生长 的 情况 ,没有 考虑 到 人 


类 的 捕捞 ,如 果 把 人 类 的 捕捞 因素 考虑 进去 , 则 模型 就 要 做 相应 的 修改 .这 时 具有 收获 率 
的 单 种 群 模 型 为 


q = NF(N) — ult), (1.54) 


dN 
d 
在 渔业 生产 中 ,我 们 知道 ,并 不 是 一 年 中 把 鱼 都 捞 干净 , 鱼 的 产量 最 高 ,而 是 要 考虑 企 
样 控制 每 年 的 鱼 产 量 , 才 能 有 利于 鱼 的 繁殖 ,使 得 在 一 定 的 时 间 内 ,例如 10 年 ,20 年 , 鱼 
的 产量 最 高 . каа 54) 来 研究 , 则 渔业 生产 中 的 这 个 问题 的 数学 描述 为 
状态 方程 :中 INNEN) = ult), 


初 值 ке ы. 
终 值 :T= 二 const, N(T)>>a, 
条 件 : OKu (2) Lua 


Не: тах |" u (t)dt, 


这 里 人 就 是 上 面 所 说 的 10 年 ,20 年 . МСТ) 22а, В R fa ТИКЕ ЛИНЕ. 
们 是 以 总 捕获 量 最 大 为 目标 的 , 我 们 可 以 利用 最 优化 方法 中 极 大 信 震 理解 决 这 个 问题 ， 


二 .简单 的 两 种群 相互 作用 的 模型 


本 世纪 20 年 代 中 期 ,意大利 生物 学 家 D” Ancona 研究 了 相互 制 约 的 各 种 鱼 类 群体 的 
变化 情况 . 在 研究 过 程 中 ,他 侦 然 注意 到 第 一 次 世界 大 战 期 间 , 在 不 南斯拉夫 的 里 那 卡 港 ， 
人 们 捕获 的 鱼 类 中 ,小 鱼 、 钱 鱼 等 软骨 鱼 的 百分比 有 大 幅度 增加 见 表 1-2, 而 这 类 鱼 并 不 
象 食用 鱼 那么 合乎 人 们 的 需要 . 软骨 鱼 和 食用 鱼 的 区 别 在 于 ,软骨 鱼 是 捕食 者 ,而 食用 鱼 
是 软骨 鱼 的 捕获 对 象 , 即 食 饵 .软骨 鱼 依 靠 食用 鱼 而 生存 , D” Ancona 以 为 由 于 在 战争 期 
间 捕 鱼 的 强度 大 大 地 降低 了 ,软骨 鱼 就 可 以 得 到 更 多 的 捕获 物 了 ,因此 它 也 就 快速 地 增殖 
和 苗 壮 地 成 长 起 来 . 但 他 无 法 解释 在 这 期 间 食用 鱼 也 葛 丰 富 了 .D? Ancona 的 分 析 仅仅 表 
明 , 当 捕 鱼 水 平 降低 时 ,可 以 得 到 更 多 的 软骨 鱼 ;但 不 能 解释 为 什么 降低 捕 鱼 水 平时 ,对 软 
骨 鱼 与 食用 刍 比 较 而 言 , 更 有 利于 软骨 鱼 . 百 思 不 解 的 DAncona 求助 于 他 的 同事 著名 的 
意大利 数学 家 Volterra, 希 望 他 能 对 软骨 鱼 及 食用 鱼 的 增长 情况 建立 一 个 数学 模型 ， 
Volterra 成 功 地 利用 微分 方程 模型 回答 了 这 个 问题 ， 
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= NF(N) — «су, (1.55) 
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3 1-2 
t 1916 | 1917 | 1918 | 1919 | 1929 | 1921 | 1922 
有 分 比 22.1 | 21.2 | 364 | 27.3 | 160 | 15.9 | 14.8 
Volterra 把 所 有 的 鱼 分 成 两 类 ,即食 饵 ( 食 用 鱼 ) 和 捕食 者 (软骨 鱼 ).t 时 刻 食 饵 的 数 


у т), ЖИШШ У yG). 
当 只 考虑 食 饵 ,不 考虑 捕食 者 时 ,假定 食 铭 的 增长 遵循 如 下 规律 ， 


1923 


dz 
| а= Ат 
ЖЕГЕ Ж ИЛЛЕ, Ж ИЙ АЕ КОРИНЕ ЕЕ ЕЛЕ 058 КҮЙ n r = 
dz 
= Ат — Bzy 


搬 食 者 的 增长 可 和 作 类 似 的 讨论 ,因此 得 Volterra 方程 


ds 
E = Ах — Bzy (1.56) 


|9 - ЕМЕТ (1.57) 


其 中 A、8.C.D 均 为 大 于 零 的 常数 . 我 们 在 第 一 象限 内 进行 讨论 . 
ка o -ORRETARA 
[2 — Ёху = 0 
Сху — Dy = 0 


的 解 为 zo 二 0, уо 0:6" =2,y =% 所 以 Volterra 方程 有 两 个 平衡 点 O(0,0),P(x", 
0004) a | 
р. А 
T(t) = У) = 


为 Volterra 方程 的 平衡 解 . 显然 z ft у 轴 都 是 它 的 解 利 线 .由 解 的 唯一 性 可 知 ,对 t= 如 
由 第 一 象限 z>0,y20 出 发 的 每 一 个 解 a) ye) H Fto 时 都 保持 在 第 一 象限 内 - 


由 旺 一 0, 得 到 的 y 一 分 和 型 一 0 得 到 的 = 一 吕 把 第 一 象限 分 成 四 块 ,每 一 块 只 与 
DARSKE. 方向 大 致 如 图 1-8 所 示 , 将 (1 560-5701. 57) 两 式 相 除 ,得 方程 


dy _ (Cz — D}y 
dr (А – By)x 


分 离 变量 , 求 出 解 


Сх + Ву — Dinz — Alny = k 
也 就 是 说 ,Volrerra 方程 的 轨 线 是 没 着 函数 
好 (zy) = Сх + Ву — Dlnz — Ашу 


аа. BRAR Н. у) «ўе, уро 内 的 点 Pa y =E, A) aR 
25, 
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图 1-8 图 1-9 
点 ( 极 小 ). 所 以 方程 的 每 一 条 雪线 (除去 平衡 点 与 坐标 轴 之 外 ) 都 是 闭 轨 , P 是 中 心 ,如 图 


1-9. | 

当 zx(0) 和 y 人 0) 是 正 的 时 ,Volterra 方程 的 一 切 解 0) уб) ЖЕЕ [В]: 的 局 期 函数 . 
即 zG+T)=xG),yG+T)=y(0 KET ARAE, D Ancon 数据 是 辅食 者 每 年 的 
年 平均 数 . 为 了 比较 ,我 们 必须 算出 Voltera 方程 的 解 zx(9 ,y(t) 的 平均 值 . 我 们 易 算出 


= 2. [ов u | (22) 


D 
= # + нау) — Iny(0)] 


ЕР y(0) 的 周期 性 ,y(0) 一 y(T), 故 上 式 得 到 =- 如, 同 理 可 得 了 一 分 ,由 此 可 见 ,zt yG) 
的 平均 信 就 是 平衡 值 

从 图 1-9 可 见 ,如 果 开 始 时 只 有 拉 食 老 而 没有 食 饵 ,结果 是 捕食 者 死 尽 ;如 果 闪 一 开 
姑 就 没有 捕食 者 ,那么 食 馈 会 无 限 增长 ;如 果 开 始 时 答 食 省 数 为 全 AS 


维持 这 个 平衡 状态 ;如 果 开始 时 两 种 群 初 值 z(0) 之 0,y(0)>0, 但 不 是 ( 2,2) , 则 捕食 
者 与 食 饵 的 数 将 特 环 振 划 ,两 种 群 都 不 会 绝 灭 ,也 不 会 无 限 增 长 ， 

现在 ,我 们 考虑 捕 鱼 的 影响 , 捕 鱼 使 食用 鳃 的 总 数 按 ez(t) 的 速度 减少 ,软骨 鱼 总 数 按 
ey(t) 的 速度 减少 . 常数 s 反 喘 着 捕 鱼 的 强度 ; 即 与 海上 的 船只 数目 和 水 中 浆 的 数目 有 关 ， 


这 时 Volterra 方程 改变 为 
FE Ar — Вху— ex = (А — e)z — Bry (1.58) 
42 = Czy — Dy — ey = Сту — (D + Әу (1.59) 


这 里 4 一 e>0. 类 似 上 面 的 推导 ,我 们 易 得 方程 (1. 58) 和 (1. 59) 的 平均 值 为 
- P+ge- 4 一 8 
#= 9= в 
= Ж.Ж ЖИЙ @ Ж ЕСА) ЕАН ВЕЕ Ш m të АА ЕТКЕ 
少 . 相反 ,降低 了 捕 鱼 水 平 ,那么 , 按 平 均 数 来 计算 ,软骨 鱼 的 数量 在 增加 ,而 食用 鱼 的 数量 
在 减少 .这 就 是 Volterra 原理 . 
. 26 ` 
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三 ,数学 实验 


Pearl 与 Read 曾 研 究 了 美国 人 口 的 增长 问题 . 他 们 给 出 了 如 下 预测 方程 
мау = — 197 268 200 


我 们 把 模型 预报 值 与 实际 数据 列 在 下 面 ， 
Ж 1-3 
1800 5 308 000 0.5 
1810 т 240 000 —0. 2 
1830 12 866 000 13 109 000 243 000 1.9 
1840 | 17069000 437 000 2.6 
1860 ` 31 443 000 30 412 000 3.3 
1870 38 558 000 39 372 000 2.1 
1880 50 156 000 


1900 75 995 000 76 870 000 2 
ШИТ? 91 972 000 91 972 000 0 
1920 105 711 000 107 559 000 1 848 000 1.? 

1930 123 124 000 349 000 0, 3 

136 653 000 4 984 000 3.8 


1940 131 669 000 
1950 150 697 000 149 053 000 1 
38 ш ТТ 


问题 1 对 表 1-3 中 的 数据 ,用 Mathemetica 软件 ,给 出 Logistic 微分 方程 的 模型 


dN N 
de = rN (i -P 


的 参数 + 与 М. 并 与 表 1-3 中 的 预报 值 比较 ,您 的 预报 信和 是 否 更 好 ? 
问题 2 对 表 1-3 中 的 数据 ,用 Mathemtica 软件 ,给 出 方程 


dN _ N 
qÍ = "Ма Е 


的 参数 "与 天 ,并 比较 此 模型 的 预报 值 与 其 它 模型 的 预报 值 哪 一 个 更 好 ? 分 析 原 因 ， 


“27. 
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第 七 节 交通 流 模型 


60 年 代 以 来 ,由 于 汽车 社会 拥有 量 , 越 米 越 多 . 伴随 而 来 的 交通 问题 也 越 来 越 多 . 因 
此 交通 辣 题 引起 了 人 们 的 广泛 关注 . 人 们 试图 分 析 和 预测 公路 上 的 交通 流量 ,从 而 形成 了 
交通 流 理论 . 通常 交通 流 模 型 可 以 分 为 两 类 . 第 一 类 模型 是 宏观 模型 . 它 实际 上 是 把 交通 
流量 当 作 液 体 的 流量 来 处 理 , 它 涉及 到 整个 交通 线 总 的 或 平均 的 变化 , 另 一 类 是 微观 模 
型 ,在 微观 模型 中 ,研究 的 问题 是 :在 一 条 交通 线 中 ,单个 汽车 的 相互 作用 ,其 体 地 说 ,可 以 
研究 跟随 汽车 的 加 速度 ,此 加 速度 是 领头 者 和 跟随 者 之 闻 的 芹 离 ,两 汽车 的 相对 速度 以 及 
跟随 汽车 多 驶 员 的 反应 时 间 的 函数 . 这 些 模 型 称 为 汽车 的 跟随 模型 . 本 节 仅 对 宏观 交通 流 
模型 作 简单 介绍 . 

一 ,交通 流 的 连续 性 假设 

我 们 的 研究 对 象 是 宏观 的 公路 上 车 辆 行驶 的 状况 ,考虑 一 般 公 路 行驶 的 若干 个 汽车 
的 流动 问题 . 我 们 利用 类 似 于 在 流体 力学 中 分 析 一 个 管道 中 液体 的 流动 的 理论 来 分 析 这 
个 问题 . 我 们 先 给 出 迷 续 性 假设 .我们 把 公路 上 行驶 的 一 辆 接 一 辆 的 汽车 看 作 是 如 辣 水 流 
样 的 连续 流 . 之 所 以 这 样 假设 ,是 因为 公路 的 长 度 远 远大 于 汽车 之 间 的 虐 离 . 

选 公路 为 x 轴 , 轴 的 正方 向 指向 车 流 的 运动 方向 , 令 alertar DRR t В z 
与 点 + 十 Ar 之 间 的 汽车 数量 . 我 们 假设 存在 PCz,5 ,使 得 对 任意 x,Az 和 和 +, 有 


х+&х 
п(х.х + Ахи) = | plyst)dy 


此 微 积分 基本 定理 ,如 果 是 连续 的 , 则 


пбх. + Ах+ї) 
Az 


plx t) = lim 
pz) 表示 在 上 时 刻 地 点 z 处 汽车 密度 ， 
流量 g(x,z) 就 是 单位 时 间 内 通过 工 点 处 的 汽车 数量 .因此 ,在 t 到 十 At 时 间 经 过 点 
z 处 的 总 数量 为 - | 
QZ 十 At) = [астат 
根据 微 积 分 基本 定理 ,有 


хы) = lim 


Q(x,t,t + At) 
At 


二 、 交 通 流 的 守恒 方程 
现在 ,我 们 考虑 这 段 路 上 车 辆 的 平衡 或 守恒 问题 ,让 我 们 仅 考察 点 工 到 =+ àr 这 一 
段 路 上 的 汽车 数量 的 改变 率 , 这 里 假定 汽车 行驶 时 不 会 出 现 赶 上 或 超车 情况 ,这 段 公路 上 
也 没有 汽车 从 其 它 盆 路 进入 或 驶 出 公路 . 这 样 车 辆 守恒 就 要 求 在 x 到 tAr 之 间 汽 车 数 
量 的 增加 率 等 于 这 段 公路 上 汽车 的 流入 率 减 去 流出 率 , 设 时 刻 在 给 定 路 段 z 到 十 Az 
28+ 
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之 间 的 车 数 为 NO , 则 从 守恒 的 角度 出 发 我 们 有 
NG + At) — Ма) = q(m,t)&t — ф(х + Ar,t)At 


ERPS At 一 0 得 
ам 
Е ТЗ = 400,1) — (х + Ах,і) (1.60) > 
D-FE, RIE ЕЗ ЇХ [н] 1815 Ж СЛЕ АУА ЈАЈЕ ВЕ Е Е оС, с) пун 
NG) = 1 осуду | (1.61) 
于 是 | 
£| PODA = (х1) ~ (х= + Ах) 一 一 ү а= (1. 62) 


利用 积分 中 值 定 值 ,得 到 微分 形式 的 守恒 律 


lrt) 页 人 zi) _ 
w с (1.63) 


Е Н, 时 刻 每 一 点 沿 z 轴 被 给 定 一 个 特定 的 速度 记 为 vlet). 在 一 般 情况 下 
变量 p,v 和 9 都 是 公路 坐标 z 和 时 间 4 的 函数 ,它们 三 者 的 关系 是 


q(xz,t) = 0p(z,tyu(mx,t) (1. 64) 
HEDRA 63) 可 以 把 问题 化 为 只 有 两 个 未 知 数 的 一 个 方程 
80 д = 


现在 ,我 们 必须 设法 使 路 上 的 汽车 速度 与 车 辆 密度 联系 起 来 ,以 便 求解 方程 (1, 65). 我 们 
代 定 :一 个 车 辆 的 速度 只 到 决 于 交流 密度 , 即 
и = vla) (1.56) 
恕 果 在 路 上 没有 或 有 很 少 的 其 它 车 辆 ,我 们 希望 驾驶 员 保持 最 快 的 速度 vr; 然而 ， 
当 密 度 增 加 时 ,就 期 望 速度 减 小 . 最 后 ,达到 某 一 最 大 密度 时 交通 就 漫漫 停滞 下 来 . 因此 当 
P= рь 500. 为 了 便于 理解 ,我 们 假定 一 个 线性 的 速度 一 一 密度 关系 ,中 


v = v1— 22 (1.67) 
由 此 可 得 Greenshields 模型 . | 

1 = s. (P — £) (1.68) 
由 此 可 见 , 最 大 流量 就 是 曲线 (1. вв) раан MF 

dq _ _ 20 

到 二 ou 人 1 j (1.69) 


所 以 ,p= СУ" э 取得 最 大 值 , 最 大 值 为 
тах == роња (1. 70) 


由 方程 (1. 67) 给 出 的 线性 关系 在 纽约 城 的 凡 条 隧道 里 所 进行 的 研究 中 已 被 证 明 是 良 
好 的 . 
* 29. 
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第 八 节 ”扩散 模型 


对 于 物质 的 浓度 来 说 ,由 于 物质 浓度 分 布 不 均匀 ,物质 会 由 浓度 高 的 地 方向 浓度 低 的 
地 方 转移 ,这 种 现象 称 为 扩散 ,人 们 在 生活 中 对 扩散 现象 是 比较 熟悉 的 . 如 打开 一 挎 好 兆 ， 
酒 香 将 会 在 空气 中 扩散 . 环境 保护 中 的 大 气 污 染 的 扩散 . 战争 中 ,炮弹 在 空中 爆炸 ,烟雾 将 
以 爆炸 点 为 中 心 向 外 扩 获 ， 

在 扩散 过 程 中 ,物质 在 某 点 的 浓度 一 般 是 随 着 时 间 t 和 该 点 的 位 置 (x,y,z) 的 变化 而 
变化 , 故 浓度 函数 为 x 二 x(x,y,z, 人 .我 们 以 浓度 函数 作为 扩散 过 程 的 状态 变量 ,建立 数 
学 模型 . | 

我 们 用 g ERT PCL HE И ЖК АШ Н] 8 ph e rau ИЛ By k St. 由 实验 
可 知 ,通过 一 个 曲面 的 扩散 流 强度 与 浓度 函数 的 法 向 导数 成 正比 . 这 个 结果 称 为 扩散 定 


理 , 即 
= k 3 (1.71) 
其 中 此 为 扩散 系数 , 负 导 表示 由 浓度 高 向 浓度 低 的 地 方 扩散 ,下 面 将 以 扩 艇 定理 为 依据 建 
立 两 个 扩散 数学 模型 . 
一 .一 维 扩散 模型 


在 制作 半导体 器 件 中 , 某 种 硅 片 里 需 
要 含 某 种 物质 ,将 这 种 物质 涂 在 硅 片 表面 
放 入 扩散 炉 中 ,这 种 物质 几乎 只 沿 关 表面 
的 法 线 方 向 扩散 到 奎 片 时 ,所 以 这 是 一 维 
扩散 问题 . 

在 进行 的 扩散 空间 里 任何 一 长 方 体 微 
小 元 素 . 假定 只 沿 x 轴 方 向 扩散 ,由 式 (. 
71) 式 得 


(1. 72) 


单位 时 间 内 由 左面 流入 微小 单元 体 的 
物质 数量 为 9:* dydz, 从 右面 流出 的 量 为 4:+o:， dydz. 由 于 只 沿 方向 扩散 ,所 以 前 、 司 、 
上 .下 四 个 面 没 有 物质 的 扩散 , 故 单位 时 间 内 流入 微小 单元 体 物质 的 净 数 量 为 


Am = (0. — Ч.ш), dydz 一 一 2а тй уйг 


图 1-10 


= 20 %)dadydz 


or 
于 是 浓度 对 时 间 上 的 变化 率 为 
дн А а ди 
а 让 下 二 Bi (Аз) (1.73) 
WWE p'iti. PRESIN И ETAR аА, ДА. 73) 式 可 以 写 为 


.30 ° 
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ш, — а?и,, = 0 
显然 扩散 方程 与 热传导 方程 有 相同 的 形式 ,因此 它 的 解 可 以 参阅 热 传 方程 的 解法 来 
得 到 . 
二 .大气 污染 的 扩散 
为 了 预防 和 治理 大 气 污染 ,需要 计算 污染 物 在 大 气 中 的 浓度 ,为 此 必须 研究 污染 物质 
的 各 种 扩散 过 程 . 排放 在 大 气 中 的 污染 物 的 扩散 情况 比较 复杂 . 影响 因素 比较 多 ,这 里 我 
们 仅 讨论 一 种 特殊 情况 . | 
排放 在 大 气 中 的 物质 随 风 输送 称 为 层 流 或 平流 扩散 . ЖИ ЖЕКИ. НЕ. 
引起 的 污染 物 的 扩散 称 为 清流 扩散 . 假定 污染 物 的 扩散 服从 扩散 定律 , 即 单位 时 间 通 过 单 
位 法 向 面积 的 流量 与 它 的 浓度 梯 凡 成 正比 . 下 面 我 们 将 讨论 大 气 污染 的 污染 物 随 风 输送 
和 扩散 情 况 ,好 层 流 和 洲 流 扩散 模型 . | 
在 层 流 扩散 中 , 设 Q, ЭДЕ Б UJ АО А ТАТО СЕЕ U 为 风 的 平均 风速 ,x 
为 人 气 中 的 污染 物 浓度 ,显然 有 | | 
9 = uU | (1.74) 
在 市 流 扩散 中 ,使 Q, 为 z 方 向 上 在 单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 扩散 量 , 由 假设 它 与 
污染 物 浓度 的 梯度 成 正比 ,有 | 
ъ= 9 | (1.75) 
其 中 比例 系数 点 A rgy ТЕ 
散 系 数 , 负 号 表示 g 与 尝 的 方向 相反 
下 面 来 推导 污染 物 扩散 过 程 的 数学 模 
型 .考察 空间 的 微小 长 方 体 元 素 ,如 图 1- 
11. 我 们 先 讨论 沿 z Sh J E WB 05 38 
化 . ЛЕ ЖСН Bl ЖЧ ДЕШ > 轴 的 单位 
截面 污染 物质 的 流量 为 9, 且 
gq. = h th (1.76) 
显然 截面 ABCD 的 面积 为 dydz, 通 
HRT ABCD 流入 该 微小 长 方 体 元 素 的 
流量 为 qdydz, 在 单位 时 间 内 流入 沿 z 方 
向 流入 该 微小 体积 元 素 的 流量 与 流出 量 之 
39 | 


q.dydz 一 q. dydz 一 一 eard ydz 


图 1-11 


(1.77) | 
Н о Сон Ита (а 24) ауа, 301.74). а. 75). 
76) 式 代入 (1.77) 式 可 得 沿 上 轴 方向 流入 量 与 流出 景 之 差 为 


。 31 。 
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| 7 2 (к, P) |dzdydz Е (1.78) 
同 理 沿 > 轴 方 向 ,z 轴 方 向 流入 量 与 流出 量 之 差分 别 为 


Е у + 6 , >) jazdydz (1.79) 
Е аду + Z(+. X) ldzdydz (1. 80) 
Ruh U.V.W ЗЕ ОЕ z 9 у 轴 .zx ЛЕ ЕМЕ .Е,,&. ОЮ уйй, 轴 方 向 上 


的 湾流 扩散 系数 . 

因为 流入 该 微小 体积 元 素 的 数量 与 流出 量 之 差 等 于 该 微小 体积 中 污染 物 含 量 对 时 间 
的 变化 率 ， p 
ди 


+ a ау = (к, jt (r э) К (a =) (1.81) 


ЕНИ H А„,Ё,,®, — g 则 人 61. 81) 写 成 
ди дм Pu ди 


ааз. ZW а + > а) (1. 82) 


2 _ Pu Фи Ф 
Ж v= tV tW V АСА HAJEE А. 82) 式 简写 成 


= p о • gradu = ЁХ/?ц 
а 


习题 一 


L 在 一 个 巴 基 斯 组 润 穴 里 ,偶然 发 现 了 具有 古代 尼 安 德 特 人 特征 的 人 骨 碎 片 ,科学 
家 们 把 它们 带 到 实验 室 , 作 C" 年 代 测定 .分 析 表 明 C"* 与 C ?的 比例 仅 是 活 组 织 的 6. 24%, 
问 此 人 生活 在 多 少年 以 前 . (假定 生物 体 死亡 后 ,放射 性 碳 便 以 每 年 八 千 分 之 一 的 速度 减 
少 ) 


2， 对 于 《 洗 足 ?《 读 乐谱 的 妇 人 》 这 两 柱 画 ,利用 表 1-1 中 的 数据 ,计算 每 克 普 通 铅 中 
白 锅 最 初 每 分 钟 吝 变 的 量 , 从 而 证 明 两 幅 画 都 是 伪造 Vermeer 的 . 
з. 某 医 学 专家 给 出 了 某 和 人 身上 的 一 个 肿瘤 生长 的 一 组 数据 如 下 表 : 


试 选择 适当 模型 ,用 Mathemetica 软件 求 出 此 肿瘤 生长 曲线 . 
4. 试 讨 论 放射 疗 法 对 肿瘤 生长 的 影响 、 
5. 车 在 两 个 减肥 模型 中 ,到 a 二 0.13,8 二 0,001 6, ОТТИ 
6. 人 休 在 平衡 状态 下 的 平衡 值 有 什么 实际 意义 . 
7. 本 章 的 三 个 销售 模型 各 有 哪些 优 缺 点 ? 
8. S-M 模型 是 否 有 解 桥 解 ? 若 有 请 给 出 具体 表达 式 ， ; 若 没 有 ,请 给 出 你 的 对 策 , 
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9. АС ду, Zeer 中 , 今 2 一 15 000, yo= 20 000,#= 0. 04,с= 0. 5 E= 


2 部队 有 5 000 АГ {ЕЗИ ИЕА ,但 这 些 部 队 必须 是 在 需要 的 时 突然 地 投入 战斗 . 对 增 
援 出 现 的 最 佳 点 给 出 一 个 全 面 的 分 析 ， 


10. 设 线性 律 模型 为 学 一 一 gzy, 字 一 一 hy 而 g 一 0.04,4 一 0.05 时 ,给 出 与 9 题 类 
似 的 分 析 ， | 

11. В — Nin УЕ М = КЖФ 03200. k aM K 为 正 的 常数 ， 
RA Z 8 518188 k  Д 400, TRET зна С; | s | m | 1 
观测 数据 , 试 选用 适当 微分 方程 模型 . 并 且 评价 | 
所 建立 的 模型 与 观测 值 的 拟 合 情 况 ， | 

13. 推导 Greenshields 模型 的 方法 ,类 似 可 得 Greenshields ДЇ, 


Отах 


q = Vaaln 


求 流量 峰值 处 的 密度 值 为 多 少 ? 并 计算 最 大 流量 . 

14. 利用 一 维 扩散 模型 类 似 的 方法 推出 三 维 扩散 模型 ， 

15. 炮弹 在 空中 爆炸 后 ,放出 的 烟雾 以 爆炸 点 为 中 心 向 四 周迅 速 扩 散 . 试 建立 烟雾 的 
扩散 方程 ， | 
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第 二 章 “离散 数学 模型 


图 论 是 广泛 应 用 在 物理 学 .化 学 .控制 论 ,信息论 .科学 管理 .电力 通讯 .编码 理论 .可 
车 性 理论 .电子 计算 机 等 各 个 领域 的 离散 数学 重要 分 支 . 在 生产 .科学 实践 中 ,图 论 的 理论 
和 方法 ,可 以 提供 给 我 们 很 多 简便 可 行 的 解决 问题 的 方法 . 例如 :在 组 织 生产 中 ,各 工序 怎 
样 衔接 ,才能 使 生产 任务 完成 的 既 快 又 好 . 一 个 邮递 员 送信 ,要 走 完 他 所 负责 的 全 部 街道 ， 
完成 任务 后 回 到 邮局 ,应 该 按照 怎样 的 线路 走 , 所 走 的 路 程 最 短 ?再 如 :各 种 通信 移 络 的 合 
理 架设 ,交通 网 络 的 合理 分 布 等 ,都 可 以 用 图 论 的 方法 求解 ， 

”图 论 历 史 源远流长 , 远 在 18 世纪 (1736 年 ) 欧 拉 发 表 了 一 篇 论文 ,解决 了 著名 的 瘟 嘴 

ЎТ (копіѕЬегр) КВН. 

当时 , 哥 尼 斯 堡 城 有 一 条 普 雷 格 尔 河 regel) ,河中 有 两 个 小 岛 , 河 两 岸 和 河中 两 岛 ， 
通过 七 座 桥 彼此 相连 . 如 图 2-1 


人 


2-1 


有 一 趣味 问题 ,游人 从 两 岸 4,B 或 两 个 小 岛 
C, D 中 任 一 个 地 点 出 发 ,要 找到 一 条 路 线 做 到 每 三 
桥 恰 通过 一 次 而 最 后 和 起 回 原 地 .成 二 上 万 的 人 在 解 
次 这 个 问题 时 都 失败 了 ,Euler 的 文章 给 出 了 解决 
问题 的 答案 . 他 指出 七 桥 问题 是 无 解 的 ,他 将 问题 归 
结 为 如 图 “一 笔画 "问题 : 即 能 否 从 某 一 点 开始 ,不 重 
复 地 一 笔画 完整 个 图 形 . 如 图 2-2 

欧 拉 回 答 的 根据 是 : 若 图 是 连通 的 , 且 图 中 奇 点 
(和 奇数 条 边 相 关联 的 点 ) 的 数 目 为 0 或 2 时 , 则 图 
能 “一 笔画 ”将 点 的 数目 为 零 时 , 则 加 中 任 一 点 即 是 - 图 2-2 
“一 笔画 ?的 起 点 又 是 终点 , 寄 点 的 数目 为 2 时 , 则 两 
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点 中 任 一 点 为 “一 笔画 "的 起 点 ,而 另 一 点 为 终点 . 图 2-2 中 奇 点 数目 为 4, 不 满足 “一 笔 
画 * 规 则 ,因此 是 无 解 的 ， | 

Эру АСА, RNE ERAT [ПИШЕ ЕВ, РО А А ЧА ЗӨ 
ел, ANEA REZI”. | 

HEK РАЕН ЕЕ НН. 应 用 范围 不 断 拓 广 ,已 渗 
透 到 诸如 语 宵 学 .逻辑 学 、 物 理学 、 化 学 等 及 数学 的 其 它 分 支 中 . 特别 是 在 计算 机 科学 中 ， 
好 形式 语言 ,数据 结构 、 分 布 式 系统 、 晶 作 系统 等 方面 均 扮 演 兰 重要 的 角色 图 论 与 相关 的 
辣 络 分 析 也 成 为 经 常 采用 的 方法 之 一 ， 


第 一 节 ”图 的 基本 概念 


一 .图 、 子 图 


在 火车 站 的 售票 处 或 供 车 室 里 ,我 们 常 可 以 看 到 如 图 2-3 的 铁路 交通 示意 图 ,上 面 的 
点 表示 车 站 ,连接 线段 表示 铁路 ,从 这 张 图 上 ,我 们 可 以 了 解 到 铁路 连接 各 个 车 站 的 情况 ， 
至 于 各 点 站 之 闻 的 相对 位 置 . 铁 路 线形 状 和 长 短 是 否 符合 地 图 是 无 关 蛇 要 的 ,而 它们 的 头 
系 是 人 们 所 感 兴趣 的 ,此 此 产生 了 图 的 概念 ， 

图 的 实质 :顶点 代表 事物 , 边 表示 事物 之 间 关 系 ， 


图 2-3 


一 个 图 G 是 指 一 个 有 序 三 元 数组 (V ,EE,p),V 是 非 空 的 顶点 集 , 互 是 边 集 ,p 是 关联 
函数 ,是 连接 图 G 的 边 和 无 序 顶 点 对 (不 必 相 蜡 ) 的 桥梁 、 

ж: e 是 图 G 的 一 条 边 ,V;,Vj 是 фе) = (Vi,V)) 的 顶点 ， 称 边 e 连接 У, 和 ,顶点 У, 
和 V, 称 为 e 的 端点 ,一 条 边 的 端点 称 之 为 与 这 条 边关 联 ， 反之 , 称 这 条 边 与 顶点 关联 .与 
同一 条 边关 联 的 两 个 顶点 称 为 相 邻 的， 同 理 和 同一 个 顶点 关联 的 两 条 边 也 称 为 相 邻 的 ， И 
点 不 与 任 一 条 边关 联 , 这 顶点 称 孤 立 点 ， 仅 包含 孤立 点 的 图 称 为 零 图 , 记 Cx,0). 端点 重合 
为 一 点 的 边 称 为 环 (或 自 回路 ). 两 条 或 两 条 以 上 的 边 与 同一 对 端点 关联 ， 称 这 些 边 为 重 边 
《或 平行 边 )， 既 没 有 环 勾 没 有 重 边 的 图 称 为 简单 图 ， 图 G 的 顶点 记 为 ntG) 或 1Vi , 边 记 为 
m(G) 或 El. 

例 1 #с=(У,Е, Eh V= (ото), E= {е ›ең es,eoes) ,而 9 定义 为 92) 二 
(жуз), (ез) = Cor ољ) Blea) == Cus 03), Фе) = (0,03) ples J= (so 其 图 形 如 图 2-4. 

图 2-4 中 ,el еле EEH o 5 еее; 相关 联 ,vi 与 wm 与 юз 相 邻 ,es fil es 
相 邻 , 因为 图 2-4 有 环 , 有 重 边 ,所 以 该 图 不 是 简单 图 . 
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例 2 设 有 轿 G= (V ,E,g) e) = Cuv) ple2) = (22,724) plez) = COTEI RT CT 
(vzv) .Ф(е5) = Curt) ples) = (ш, 605) gler) = (оз .05) ples) = (02,05) Ples) = (us ‚үл, 


如 图 2-5 


e, 


一 个 图 的 画 法 不 是 唯一 的 ,只 要 边 和 顶点 的 关联 关系 不 变 即 可 ,但 要 注意 图 的 美观 ， 
若 一 个 图 , 它 的 边 仅 在 端点 处 相交 该 图 为 平面 图 (所 有 顶点 可 以 画 在 同一 平面 上 ), 例 


2-1 是 一 平面 图 ,可 以 用 非常 简便 的 方法 在 平面 十 表 示 出 来 ， 


车 图 只 有 一 个 顶点 ,该 图 称 为 平凡 图 , 记 为 (1,0). 

若 图 中 任意 两 点 闻 恰 好 有 一 条 边 , 称 该 图 为 完全 
图 ,其 顶点 数 称 为 图 的 阶 ,n зс ВСЕ 六 ,如 到 2- 
6, 是 一 个 五 阶 完 全 图 . 

二 部 图 (也 叫 偶 图 ) ,是 指 顶点 可 以 分 成 两 个 非 空 
子 集 X 和 了 , 任 一 条 边 都 有 一 个 端点 在 X 中 , 另 一 个 


端点 在 了 Y 中 ,这 称 为 图 的 一 个 二 分 类 , 完全 二 部 图 是 


具有 二 分 类 (X,Y) 的 简单 二 部 图 . 

例 3 在 还 远 的 地 方 有 一 位 芮 长 ,他 想 把 三 个 女 
儿 嫁 出 去 .假定 已 有 3 位 求婚 者 ,他们 必须 向 韵 长 交纳 
一 定数 量 的 彩礼 . 按 当 地 习惯 ,彩礼 是 按 牛 的 头 数 计算 
的 . 分 别 记 三 个 女儿 为 4.B8.C, 三 位 求婚 者 为 Xx,y,z， 


每 位 求婚 者 对 А,В,С 愿 出 的 彩礼 数 , 视 其 对 她 们 的 


喜欢 程度 而 定 . 现在 首长 通 到 的 问题 是 , 估 应 当 怎样 嫁 
出 她 的 女儿 ,才能 效 得 最 多 头 数 的 牛 ? 

若 令 X= (41B,C), 了 二 (x,y,2) 例 2-3 是 二 部 图 
的 典型 例题 

若 图 С-= (У.Е), С. = (У.Е), В УСУ, 
ECE, NI С-де G CG. 

Ф VCV, ECE, G, 是 G 的 真子 图 ， 
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图 2-6 


= 6,= (У.Е) С=‹(У,Е) TEL, НУ, = ШЖ G 是 6G 的 一 个 生成 子 图 . 

#G=(V,E).,V,CV.E, ЭЯ С 中 两 个 端点 都 在 Vi 中 的 边 的 全 部 体 组 成 的 边 集 , 则 称 
G= (V, ,五 ) 为 G 关于 顶点 V, 的 导出 子 图 ， (Bl) 六 是 V 的 非 空子 集 对 Y viv ЄУ' (о, 
va) € E, ЖО, EE). 

例 4 指出 下 列 图 中 子 图 ,真子 图 ,生成 子 图 ,导出 子 图 . 

答 :(b),(c),(d) 是 (a) 的 子 图 


(b),(d) 是 (a) 的 真子 图 
(c) 是 (a) 的 生成 子 图 
(d) 是 (a) 的 导出 子 图 
ЖР С 的 所 有 顶点 和 能 使 图 G 成 为 完全 图 的 添加 边 所 构成 的 图 称 为 G 的 补 图 . 记 作 
G | 
wh va v ъз LO әу a з 
ба) {b} (c) (d; 
2-8 


例 5 指出 下 列 各 图 的 补 图 局 


vl u I 


a ó ; : 

5 РА 
4 ' £ A va А 

0. 
š ё w о n 4 3 
1 
5 2 
4 f va ya 
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二 .关联 矩阵 ,邻接 矩阵 及 顶点 的 着 


在 前 面 曾 讨论 过 的 图 解法 有 其 直观 性 ,但 也 有 局 限 性 . 当 图 中 的 结 点 和 边 的 数目 较 大 
时 ,使 用 图 解法 就 很 困难 ,使 用 抢 阵 来 表示 图 ,能 够 用 矩阵 将 图 存储 在 计算 机 中 ,还 能 通过 
矩阵 代数 中 的 各 种 运算 ,给 出 图 的 其 它 性 质 . 

关联 矩阵 对 任意 图 СУ, DEL- nXm НОЕ M= (mu), (n ПАЙ, т 
为 边 数 ) 其 中 必 是 六 和 了 相关 联 的 次 数 ,该 矩阵 称 为 图 G 的 关联 矩阵 ， 

邻接 矩阵 ; A= (au). a АФ o, 和 vw; 的 边 的 数目 . 

例 6 写 出 图 2-4 ЕВН ВЕ, ШЕЕ 


2 1 0 Ó Im 1 1 llu 
0 1 1 1 ajv 1 0 21% 
М = А= 
6 0 1 1 1 °з 1 2 0 Ya 
el е; ë е, ё тр ©; Vy 


关联 矩阵 , 令 接 矩阵 是 用 数据 表示 贸 的 两 种 甜 阵 形式 ,由 于 邻接 敌阵 一 般 小 于 关联 和 
阵 ,因此 ,图 在 计算 机 中 通常 以 邻接 矩阵 的 形式 存 贮 . 

与 一 个 顶点 症 关 联 的 边 的 数目 称 为 w 的 度 ( 或 次 ), 记 do, 度 为 1 的 点 为 悬挂 点 ， 
与 悬挂 点 关联 的 边 称 为 悬挂 边 ,孤立 点 的 庆 为 零 . 环 与 顶点 关联 的 度 为 2. 

例 ? 写 出 下 图 的 关联 矩阵 ,邻接 矩阵 
1 0 0 яа г! аі k 


0 
1 1 0 0 1 0 1% 
M=|0 1 1 0 1 O lj; а 
001101 Ùr е, 
1 


1% 
“ala 
0 lla 


1 Ou, 
U, 05 Ta W 
三 ,路 , 圈 和 连通 
| 在 图 G= (V , 瑟 ) 中 一 个 点 、 边 交替 出 现 的 序列 W = evuiezua" "1 бй» 称 为 从 Up gij Vk 的 
#k,e, 的 端点 是 vi oo vo 各 为 W 的 起 点 和 终点 Ur Ug ;Vt 称 为 W 的 内 部 顶 点 ， 
EW upya EA WE W 为 路 .在 路 中 如 果 二 :是 称 其 为 一 个 图 , 记 vo 
Uia tt Uii n Vo 
在 图 G 中 ,如 果 存 在 一 条 路 连结 顶点 zx M v P uM o ЕНУ. Ж 中 任意 两 点 都 
连通 , 则 称 G 是 连通 图 ,否则 G 是 不 连通 的 . | 
уса G P у е 则 称 G жеени 


e + * * o 


m= m= о н 
= 


S 的 任 一 真子 集 无 此 性 质 ， "ТҮ 为 G 的 一 个 齐集 ,只 全 一 кало мая 
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使 连通 图 失去 连通 性 的 最 小 的 边 集 合 . 

例 8 ”如 图 2-11(a) 是 一 个 连通 图 , 则 名 
一 {ezs63,e4166} 是 一 个 割 集 ,因为 去 掉 这 些 边 将 
分 成 两 个 连通 子 图 如 (5), {ее} К, [К 
为 去 掉 elye: 图 仍 连通 . (esenee t BAER 
集 ,虽然 去 掉 这 些 边 能 将 图 分 为 两 部 分 ,但 不 是 


最 少 的 边 的 集合 . а 
De 一 一 一 sw 
n gmn, RRE А 


在 用 国 论 方法 解决 实际 问题 时 , 仅 用 连接 
两 点 的 边 表示 两 者 之 间 的 关系 是 不 够 的 ,例如 ， 
为 了 表示 网 络 上 的 电流 方向 ,比赛 的 胜 负 时 , 仅 
用 边 表 示 事 物 关系 就 不 确切 了 .因此 ,我 们 在 边 _ ee 
集 上 定义 方向 , 丰 方 向 的 边 称 为 疡 ,由 弧 组 成 的 
图 称 为 有 向 图 ,表示 成 D 一 (V,4,9) ,V 是 非 空 的 顶点 集 ,4 是 弧 集 ,而 9 是 关联 函数 ,车 ?9 
(a) = uV) RIER а 的 头 是 V,a BJ E u. ERRA D P, 去 挤 边 上 所 有 的 方向 得 到 的 图 
称 为 DD 的 基础 图 ， 

在 有 向 图 中 ,对 于 任何 vEV 来 说 ,以 结 点 5 为 尾 的 边 的 条 数 , 称 为 结 点 的 引出 次 
ЖЕНЕ. аў о) ө 为 头 的 边 的 条 教 , 称 为 结 点 的 引入 数 或 人 度 , 记 45 Go. AA 
的 引入 次 数 与 引出 次 数 之 和 , 称 为 结 点 v KARER 


定理 1 任意 一 个 图 (n,m) 结 点 的 度数 总 和 等 于 边 数 的 2 售 , 即 2240) =®т. 


证 明 :** 任 一 条 边 与 两 个 结 点 相关 联 , 出 现 一 条 边 使 结 点 总 度数 增加 2,., 边 数 的 2 
倍 就 是 结 点 的 总 度数 ， | 


定理 2 n Ж B] k, 的 边 数 тпа) 
证 明 :n 阶 完全 图 ,每 个 结 点 度数 为 一 1, 故 结 点 度数 和 和 sd o= m=) 


1 
2.m=—n(n—1) . | 
2 
定理 3 性 意 一 个 图 , 奇 点 个 数 为 偶数 . 
证 明 : 设 ,vw 分 别 是 图 中 度数 为 奇数 和 偶数 结 点 集合 saan Lv? 一 
2 dG) + 2 = Уас)=2т ` ; 2 4d(w) 与 好 dCv) 是 偶数 Јасон 
数 , 即 w 奇 点 数 为 偶数 . | | 
如 果 在 图 的 每 一 对 结 点 之 间 , 都 有 且 仅 有 一 对 方向 相反 的 有 向 边 , 则 称 为 有 向 完全 
В. f | 
在 图 中 ,元 论 是 在 边 或 弧 上 ,定义 一 个 数 Wi 与 之 对 应 , 则 称 这 样 的 图 为 赋 权 图 . Wi 称 
为 边 (或 弧 ) 上 的 权 , 权 表示 的 是 与 边 (或 弧 ) 相 关 的 数量 指标 ,如 虐 离 . 时 间 、 费 用 等 . 
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第 二 五 ”最 小 生成 树 及 模型 


树 是 图 论 中 最 重要 的 概念 之 一 , 它 是 基 尔 发 夫 在 解决 电路 理论 中 求解 联 立方 程 时 首 
先 提出 的 . 它 叉 是 图 论 中 结构 最 简单 ， ЖГ е 种 连通 图 ,我 们 讨论 树 的 概念 ,性 
质 , 主 要 是 某 些 应 用 ， 


一 , 树 的 定义 
定义 :一 个 无 圈 的 连通 图 称 为 桂 , 如 图 2-12 所 示 无 向 树 . 


TX KAXI 


(a) (b) (c) (d) 
图 2-12 


常用 符号 了 (na,m) 表 示 一 棵 树 , 其 中 表示 树 的 结 点 数 ,m ERREA OERO. 
次 数 为 1 的 结 点 称 为 树 的 树叶 ,次 数 大 于 1 的 结 点 称 为 树 的 分 支点 , 边 称 为 树枝 ,只 有 一 
个 结 点 的 树 称 为 平凡 树 ,如 图 2-12(4) 就 是 一 颗 平 凡 树 . 
根据 树 的 定义 ,得 如 下 结论 . 
定理 4; 具有 个 结 点 ,m 条 边 的 无 向 图 了 是 树 , 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 羡 ， 
(T 无 图 , 且 m= n—1; 
(2)Т Æ, Н m= x—1; 
DT 中 任意 两 个 顶点 之 间 恰 有 一 条 链 ; 
WOT 是 连 适 的 , 且 每 一 条 边 都 是 一 个 割 集 
(БУТ 是 一 个 最 小 连通 贸 ， 
证 明 :(1) 必 要 性 ; 设 了 是 树 , 根 据 定义 TT 无 图 ,对 于 mx 二 一 1， 我 们 用 归纳 法 证 ， Жл 
=1 т=0 公式 成 立 . 假设 п ж=Ё—1 成立, 往 证 n=k+ 1 Bf m= k ЛАМ, п k 
十 1 时 , 即 增加 了 一 个 结 点 , 设 为 w, 若 ”不 与 任何 结 点 连 搁 , 则 o 是 孤立 点 ,与 树 的 定义 不 
онаа ЕВЕ vov AË оосо 形成 图 ,与 树 定义 矛盾 ,因此 ,增加 一 个 
结 点 ,一 定 增加 也 只 能 增加 一 条 边 , 故 此 时 边 数 (& 一 1) 十 1 二 天, 2 m=nxn—1 成 立 ， 
АЕ. ШТЛ. Н x=n 一 1, 往 证 休 是 树 ,( 只 要 证 明了 连通 即 可 )， 假设 T ЖЖ 


通 , 而 分 成 k 个 连通 分 图 Т, ‚Тә, Т, ТЕА ni, 边 数 m, (1<<iSk)n— 5 ат 


š 4 
У ЕН А тт 1, — V m=n—k 4 k>? 


时 ,mm 一 a 一 A<n 一 ] 与 题 设 矛盾 ,只 有 k=1,T 是 连通 的 ,证 毕 . 
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(2) {ЕЛИ T ER W| H ЧАТ МЕ, ВОЯ m=x— T 8. 

充分 性 ;T 连通 , 且 w==n 一 1, 往 证 了 是 树 ,( 只 须 证 了 元 图 ). 用 归纳 法 , 当 * 一 ! 或 2 
时 ,图 中 无 圈 . 设 n=k Ж ЕЯ т =п—1=Ё—1 考察 n= 十 1 时 ,增加 了 一 个 结 点 ， 
设 为 v, 此 时 边 的 数目 为 т, pv 之 了 一 条 边 , 此 边 一 端 是 v, 另 一 端 与 志 个 结 点 中 茶 
一 个 相关 联 , 由 于 个 结 点 元 圈 , 增 加 的 这 条 边 也 不 可 能 通过 结 点 构成 图 , 按 定义 了 是 连 
通 的 , 且 无 图 ,人 是 树 . 

(3) 必 要 性 ; 设 T 是 树 , 则 图 是 连通 的 ,任意 两 点 之 疗 必 存在 通路 ,县 只 有 一 条 ,否则 
通路 中 至 少 有 一 个 结 点 出 现 超过 一 次 ,因而 必 有 轿 , 了 矛盾. 

充分 性 : 设 (3) 条 件 成 立 , 则 工 是 连通 的 , 且 无 图 ( 否 则 通路 不 止 一 条 ), ЛТ. | 

《4) 必 要 性 : 设 了 是 树 , 则 图 是 连通 的 . 如 果 去 掉 任 一 条 边 (w,w) 后 图 仍 连通 ,说 明 
vov 之 间 还 存在 另 一 条 通路 , (wvu)) 梅 成 圈 , 了 矛盾, 所 以 去 掉 任 一 条 边 图 不 再 连通 , 任 一 
HARA. 

充分 性 ,图 连通 ,去掉 任 一 边 图 不 再 连通 ,说 明 图 中 无 较 ,… 了 7 ЕИ. 

(5) 必 要 性 : 设 了 是 树 , 由 (4) 知 ,去 掉 任 一 边 图 不 再 连通 ,了 是 最 小 连通 图 ， 

充分 性 ;了 是 最 小 连通 图 ,说 明 去 掉 任 一 条 边 图 不 再 连通 ,了 无 图, .了 Roi. 

车 图 了 二 (V , 尺 ,从 是 图 G= 一 (YE, 信 的 生成 子 图 , 且 人 是 一 个 树 , 则 了 是 @ 的 一 个 

以 上 结论 给 我 们 提供 了 求生 成 树 的 方法 ， 

“ 玻 图 法 ”: 任 取 一 个 圈 , 从 圈 中 去 掉 一 边 ,对 余下 的 轿 重 复 这 个 步骤 ,直到 不 合 圈 时 为 
Ik. 

例 1 在 图 2-13 中 ,用 了 破 加 法 求 出 固 的 一 个 生 
成 树 . 

解 : 

在 (wusviyva v НАЕ e= Гог ооз] 

在 (vw Ua U4 ?U3 ,中 去 掉 e= u, э] 

在 (rz sUr Uz +14 173 Ul ) 中 去 掉 е [vz su] 

ЖЕ Соз, шщ оооу) HEH e= (vv) X J Н 
TEM. TEB- ERR. 

ЗЫ: а H es fË 
一 条 与 e 不 构成 圈 的 边 ,再 找 一 条 与 
{e182} 不 构成 圈 的 边 es, 如 此 重复 下 去 ， 
直至 不 能 再 深 加 任 何 边 为 目 . 

例 2 如 图 2-14 ВЕЖ 
成 树 . 

Ж: EM lei ез}, IR és (不 能 取 
esa, 否则 构成 转 } 取 es( 不 能 取 e) ,再 取 es E 2-14 
{е sers es, es + єк МАЖЕ, ЖЕ RAA 
是 唯一 的 . 
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二 、 最 小 生成 树 ， 

设 图 G=(V,E, 办 是 一 个 非 负 赋 权 连通 图 , 即 任 一 边 权 仇 , 汪 0;T=(V ,B,D 是 6 的 
一 个 生成 树 , 称 生成 罕 中 所 有 边 的 权 之 和 为 生成 树 下 的 权 , 记 厂 (T) W= DOW, 
(зл, 包工, 若 生成 树 T* 的 权 W CT * 是 G 中 所 有 生成 树 的 最 小 都, 称 了 "是 G 的 最 小 生 
成 树 , 简 称 最 个 树 . 最 小 树 不 唯一 ,最 小 树 的 权 唯 一 ， i 

з 某 工 厂 内 联结 六 个 车 间 的 道 
路 网 如 图 2-15 所 示 . 已 知 每 条 道路 的 
长 ,要 求 沿 道路 架设 联结 六 个 车 间 的 电 
话 线 网 ,使 电话 线 的 总 长 最 小 ， 

Kik: GREE kruskal) 开 始 选 一 
ЖЕЛ ШИЛ. е = (vi,v3) ,以 语 每 一 步 
都 从 未 被 选取 的 边 中 选 一 条 权 最 小 的 
边 , 并 使 之 与 已 选取 的 边 不 构成 图 , (每 
一 步 中 ,如 果 有 两 条 或 两 条 以 上 的 边 都 是 权 最 小 的 边 , 则 从 中 任 选 一 条 ), 选 出 ei Corva) 
Б, e, = (озш) rea = (тузу) rea = (оз зи) Га Со, sts) Je е Оооо), BAR (ооо) ВЧ АДУ 
于 (woz) ЕВОНИ ЦЕ, ВЕД Сол ооо) ЕРЕ ЖЖ ИЛ Pt ERA RRL, B 
以 算法 终止 ,电话 线 总 长 1 十 ?十 3 十 4 十 5 一 15( 单 位 )， 

方法 二 : ( 破 圈 法 ), 任 取 一 个 圈 , 从 图 中 去 掉 一 条 权 最 大 的 边 , (如果 权 最 大 的 边 有 两 
条 或 两 条 以 上 , 则 去 掉 其 中 任意 一 条 ) ,在 余下 的 图 中 重复 该 步骤 ,一 直到 不 食 圈 的 图 为 
止 ,这 时 得 到 的 图 便 是 最 小 树 . | 

{04 ШЕ ЕЖЕ 2-15 的 最 小 生成 树 ， 

解 : 任 取 图 (1722 Ua V1) ,将 [vw ‚юз ЕРИ; ДЕ (о, Uar 25 > 25) y 中 将 [vs ru JRE ,在 (zs ' 
Ug 05,714 sup) [vs ;V3 去掉 ,在 tv Yus 00650) RER Соз оов) НЮ Соз э Us) ‚ 此 时 得 到 一 个 不 含 图 
的 图 , 即 为 最 小 树 ， | 

例 5 有 8 个 系 或 部 门 (SO) 其 中 4 为 学 校 行政 机 关 ,SU 需要 设计 一 个 网 络 系统 ,使 
得 从 4 到 等 个 系 都 有 电费 相连 . SU 主管 部 门 希望 连接 电缆 的 用 量 尽 可 能 地 人 少 . 施工 单位 
测算 了 各 个 部 门 之 产 所 需 电缆 的 长 度 ( 单 位 : 米 ) ,如 表 2-1 

3⁄ 2-1 


c D Е Е G H 
90 120 140 ` 120 
70 90 

50 


100 


图 2-15 


WE жакып акай Е 
一 
人 
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解法 一 : (kruskal) 方 法 : 先 找 出 距离 最 短 
的 电缆 人 vs.w)》, 其 长 度 为 50; 然 后 在 剩余 的 电 
缆 中 继续 寻求 最 短 者 , (vs1vy) 入 选 , 长 度 为 60; 
继续 下 去 ， Cus 03), (02 2423 KES 70, 任 取 
— Ж (0,0), Ж Р Со; 0 ) WEM 一 部 分 ; 
(o, ;V2) Созо) АЖ, (оз, юу) KEH Co us), 
(о; ,at 相同 ,但 车 连接 05.07 则 会 产生 ~- 个 圈 ， 
FELI IEI Coss trys Coz 04), оноо), Оооо) 
莘 下 的 电缆 中 长 度 最 短 的 ,但 连接 它们 会 产生 
圈 , 所 以 再 选 ,oswsy,(oyoi) 长 度 最 短 , 但 连 
接 它们 会 产生 图 ,所 以 选 (wps) ,此 时 已 有 七 图 2-16 
条 电缆 ,网 络 最 小 生成 友 完 成 , 见 图 2-16. ЖЩ, 
缆 总 长 度 ( 总 权 ) 为 ,50 十 60 十 76 十 70 十 80 十 80 十 100 一 510 米 .注意 ;由 于 出 现 相 同 权 的 
边 ,所 以 最 小 生成 树 不 是 唯一 的 . | 

解法 二 :Prim 方法 ;在 图 2-16 中 任 选 一 系 
vi, 作为 解 的 一 部 分 , 称 其 为 一 个 分 枝 ,在 剩 下 
七 个 系 中 找 出 距 w ВАУ о. ЖЕНУ 80, 
(ал ,v2) 为 解 的 一 部 分 ,连接 +з, AR F BS Ж 
中 找 出 距 mw ,zz 最 近 的 系 vov KEB A 70, 
ШАР (олоо vi) 继续 下 去 ,下 一 个 系 
v, HE w50 2 svs BE u60 X, vs EP 0580 Xiv FE 
%100 米 ,该 网 络 总 长 度 80 十 70 十 70 十 50 十 60 


十 80 十 100=510 米 ,最 小 生成 树 如 图 2-17 
求 最 小 生成 树 的 Pim 算法 步 又 
(DÆ G 中 任 取 一 顶点 , 设 其 为 vw, 令 二 1, 对 其 用 零 值 给 以 永久 标号 Cp bv) 二 0); 
| R S =l), A=, 表示 具有 p PUS АШИ, A 表示 生 城 权 的 边 集 .对 其 它 所 有 的 顶 
点 u € VNC 给 以 临时 标号 工 0) = wa loa J wo nD BJIR, H vrv 不 相连 时 , 记 mx 一 
oo). 


(DEMAR h ВРБА О ЕКА. 2 T (ui) = min ТУ 
NC Co, ) ,将 Y; 的 T 标号 变 为 РА 标号 Pp (u; )= T Со) ; 置 с=с() {vi} ‚А=А U { Cu, Ur) } , 邻 k 
=j. 

СЗЭ EEG A PEREN , 则 停止 TREA B Af KIA Shi A a, € VNC A Tlo) 
= тіп (Т (u) ,ws} 转 第 二 步 又 (2)， 

两 种 方法 相 比 :Prim 方法 避免 了 每 次 增加 边 时 必须 检验 的 要 求 , 也 加 例 了 出 较 剩 下 
的 过 的 权 ,因此 Prim 方法 比 kruska! 方法 更 有 效 ， 


三 .通讯 网 络 的 最 小 生成 树 


通讯 站 间 适 讯 线路 的 费用 与 线路 的 长 度 成 正比 . 人 们 经 常 通过 引入 若 二 个 虚设 站 ” 
+ 43 ° 
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并 构成 所 谓 Steiner 树 的 方法 来 降低 通讯 站 的 最 小 生成 树 的 费用 . 节省 率 达 到 
(1-3) 13. 4 ,并 且 为 构造 有 个 通讯 站 的 网 络 的 费用 最 低 的 Steiner 树 ,只 需 а 
—? 个 虚设 站 . 例如 ,如 下 两 个 简单 鱼子 


JT I V3 ' ! 1 
1 1 2⁄3 273-1 
v3 
(a) (b) 


(a) (b) (e) (d) 
图 2-18 原始 最 小 生成 树 和 与 之 对 应 的 Steiner 树 


对 于 局 部 的 通讯 网 络 , 经 常用 直 折 线 ( 或 方 格 距离 ) 来 代替 欧 氏 直 线 了 距离 . 计算 方法 如 
下 

例 6 设 有 9 个 通讯 站 的 局 部 网 络 需 要 设计 一 个 最 小 费用 的 生成 树 ,它们 的 直角 党 
WH :a(0,15).5(5,20),c(16,24),d(20.20),e(33,25), /F(23,11),g(85,7),h (25.0), 
(10,3) Б b b 


FETLILILLLIL LE 
n= 
ab=]3 c=? сә] =17 
ж = 20 n" 
ab=13 bc=?  ac=14 


费用 一 20 i 费用 一 17 
图 2-19 I 


3: 3k ЖШ НИ ah g UL ЕА E ССА ЖШ О, ВАНЯ НУ 
费用 就 是 其 长 度 . 在 求 其 最 小 费用 生成 树 之 前 先 解决 以 下 几 个 问题 ， 

(1) 是 否 存 在 最 小 费用 生 
成 树 ? А 
(2) 最 多 要 增加 几 个 虚设 
站 ? 

(3) 如 何 确 定 虚设 站 的 位 
置 及 简化 ? | 

(4) 怎 样 找到 最 小 费用 生 
成 树 ? 
根据 Steiner 树 有 以 下 结论 

(1) 存 在 一 个 最 小 的 图 2.20 31 个 虚设 站 位 置 、 带 * 号 不 始 数据 标号 
Steiner 树 ,可 以 横路 整个 通讯 
网 ， 

DEn 个 顶点 网 络 最 多 需要 ”一 2 个 虚设 站 ， 
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(3) 由 于 虚设 站 必须 在 格子 点 上 ,由 9 435 В fg Set ,0<<><35,0<y=<25, В 
位 置 可 达 36X 26 二 936 个 ,根据 下 面 的 定理 ， 可 将 虑 设 站 减少 到 31 个 点 的 位 置 ( 见 图 2- 
20) 

(4) 根据 已 知 点 和 虚设 点 可 求 得 最 小 生成 树 ， 

定理 1 如 果 不 考 虑 添加 站 的 费用 ,对 于 任何 一 个 最 优化 结构 ,所 有 虚设 站 的 坐标 都 
必须 位 于 由 л PERAR ER x; MAER у, 组 合 而 成 的 点 上 ,(iyj==1,2,，,3,*…,n)， 

定理 2 如 果 所 有 的 基本 点 (x;y) 在 点 (zx',y' ) 的 上 方 或 右 方 (上 方 或 左 方 ,下 方 或 
右 方 , 下 方 或 左 方 ), 则 (zx' ,y ) 不 是 虚设 站 、 

由 定理 1 可 知 虚设 站 8X9 一 9 一 
63 个 (将 已 知 9 个 通讯 站 去 掉 ), 由 定 
理 2 可 知 只 有 上 ,下 、 左 . 右 都 有 基本 
点 的 Cx',y') 才 能 作为 虚设 站 .将 边 角 
上 的 32 个 位 置 去 掉 ,最 终 虚 设 站 的 位 
置 威 少 至 31 T. 若 用 穷 举 法 :1 十 Ch 
十 C3 十 … 十 C1 二 3 572 224 个 情形 的 
最 小 生成 树 , 从 中 选 出 最 小 一 个 ,长度 
为 94, 但 如 果 问 题 的 规模 增 大 时 ,其 

”计算 时 间 , 计 算 量 均 会 增加 ,其 对 无 法 
求解 , Steiner 树 属 于 图 论 中 NPC lal 
ER (27363). 对 于 该 通讯 网 络 的 虚设 {2-21 模拟 退火 法 最 优 解 之 一 
站 的 设立 我 们 采取 “模拟 退火 法 ”. 

基本 思想 :将 已 知 网 络 点 分 为 三 个 顶点 一 күл е 最 
后 整体 化 ,多 次 欠 代 , 收 伍 到 最 优 结 果 中 的 一 个 ,如 图 2-21 


第 三 节 最 短路 模型 


最 短路 问题 
定义 11 在 带 权 有 向 图 D p, Ione ERBI w(oivuj) 称 为 这 条 弧 的 长 度 . 一 条 路 
径 的 长 度 是 这 条 路 径 所 经 过 的 弧 的 长 度 和 . ШЖ p. 是 D 中 的 一 条 路 径 , 则 р ИЕЛЕ L 


为 L= 2, ши .0) 
lun) E p 


定义 2: 在 带 权 图 也 中 , 若 P ENAS u 到 结 点 v 的 所 有 路 径 中 最 短 的 一 条 路 径 , 则 
р 为 从 到 的 最 短路 径 ,其 长 度 记 作 (u,v) 并 称 为 从 u 到 wv 的 距离 . 

最 短路 径 具 有 重要 的 实际 意义 . 例如 :用 结 点 表示 城市 , 弧 的 长 度 表示 一 个 城市 到 另 
一 个 城市 公里 路 程 , 则 最 短路 径 问题 就 是 寻找 从 一 城市 到 另 一 城市 的 最 短 里 程 问 题 , 如 果 
弧 的 长 度 表示 修筑 道路 的 经 费 , 则 最 短 的 路 径 表 示 最 小 投资 等 等 ， 

最 短路 径 的 定义 可 以 推广 到 带 权 无 向 图 中 . 

怎样 寻找 从 指定 点 到 其 它 各 点 的 最 短路 径 呢 ? 1959 年 得 克 斯 特 拉 (Dijkstra) 提 出 :用 
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逐 点 增长 的 方法 构造 一 里 路 径 树 , 从 而 得 到 从 树 根 ( 已 知 点 ) 到 其 它 点 的 距离 ,这 是 目前 普 
访 采 用 的 一 个 较 好 的 算法 ,具体 作法 如 下 : 
求 从 指定 点 vo 到 某 一 点 ”的 最 短路 径 ， 
从 vw 出 发 沿 着 弧 的 方向 第 一 个 到 达 而 且 路 径 最 短 的 一 点 ,一 定 是 所 有 与 ww ЖЖ 
联 且 弧 的 长 度 最 小 的 那个 点 ,这 是 与 o ERRAN 点 , 称 为 第 一 短路 径 点 РР 
就 是 v, 问 题 得 到 解决 ,如 果 不 是 v MERA vu BE Z), о H R 35 AAE S s AE WI 
个 点 呢 ? 一 定 到 这 与 w SWAKKERE (о, 除外 ) ,或 者 是 由 v 经 过 ww 再 
经 过 与 u, 关联 的 长 度 最 小 的 一 条 弧 所 到 达 的 点 , 取 两 条 路 径 中 最 短 的 一 条 , 它 的 终点 即 
是 从 we 出 发 第 二 条 短路 经 所 到 达 的 点 , 设 为 wm, 如 果 v 即 为 所 求 的 v; 问 题 即 得 解决 , 否 
则 继续 寻找 从 mw 出 发 第 三 短路 径 到 达 的 点 ,第 四 短路 径 到 达 的 点 ,如 此 反复 下 去 直到 路 
径 的 终点 是 % 为 止 ， 
设 T 为 已 求 得 的 第 一 ,第 二 、… 第 条 短路 径 的 终点 集合 , 即 工 二 {v1,ve,… ,v4} WA 
L Соол) 1, ооо) < SL (0 т). 那么 第 上 十 1 条 短路 径 ( 设 其 终点 为 ө) Ж л 
(us to) RARA T hE A w, 但 路 径 的 中 间 结 点 一 定 都 是 了 中 的 结 点 ( 即 已 到 这 
过 的 结 点 ) 这 是 显然 的 ,如 果 从 vo 到 w fJ Ek ae Hq — R|] ЧЕ Т, НУ LCoa i) < 
Іоу i ДАЛ ЕЗШ. ww 到 zo ЙИНЕ a J —Жй1@ # АЛТА. T 中 , 因此 , 接 
照 路 径 逐 步 增长 的 过 程 ,我 们 将 得 到 一 棵 以 mm о 称 为 路 径 树 ， 
如 何 求 路 径 端 点 ? 
设 已 求 出 从 ww 出 发 长 度 依 次 化 增 的 条 路 径 , 它 们 的 端点 各 为 ,v20…… ЖАА 
已 到 达 的 端点 的 集合 荆 中 ,将 LCw;) 表 示 为 v。 到 wi 踪 离 ,对 全 外 的 任 一 结 点 v ,计算 数值 
| 1607) = min (L(o) + (0,92) ` 
ё И 1,Со,)=0, (тш, AE, MA wv у= co《 计 算 机 中 用 某 一 允许 的 最 大 值 代 
Жоо). 
БЇК» Ж 2—1 ЖНА, жо, 点 一 定 是 工 外 各 点 中 工 (最 小 的 那个 点 Cu BIMA Т 
中 ) , 设 点 为 w+l 
ІХ) = пипа{/(у')| & T) 
吉 接 应 用 算式 计算 是 很 麻烦 的 ,我 们 对 上 式 加 以 改进 ， 在 求 最 短路 径 的 过 程 中 ， 不 断 
修改 未 通过 点 的 路 径 参 数 ,得 如 下 算法 ; 
Dijkstra 最 短路 径 算 法 ， 
1.for all ози Г.(о) wu v) 
2. Leu) 0 
3. T= {u} 
4. while Tv do 
begin i 
5. 找 一 点 vw GT HURMAT LOS) 
6.T'—T U (u) 
7, for all z& T 
if LDL wl v) 
then 1.00) +100 twl ,u) 
. 46 。 
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end 


说 明 : 括 定 结 点 设 为 u,u (u u )=0,T 为 通过 的 结 点 集合 ,初始 全 为 14 六 当 了 = 时 
表示 图 的 所 有 结 点 已 通过 ,计算 结束 . 计算 从 第 4 行 循环 语句 开始 ,在 不 属于 工 的 结 点 中 
选 路 径 长 度 最 小 的 一 点 也 ,将 了 立夫 和 中 并 根据 立 格 改 不 属于 了 的 结 点 的 路 径 长 度 ,如 
此 反复 进行 直到 所 有 结 点 都 加 入 全 中 为 止 , 因 此 这 一 算法 是 求 从 指定 点 & 到 Але 结 
点 的 距离 ,其 值 由 通过 结 点 必 的 工人 w) 给 出 ,如 果 只 需要 求 上 到 某 些 点 的 更 离 ,那么 只 
对 第 4 行 的 循环 语句 稍 作 修改 即 可 . | 

例 1 求 图 2-22 中 结 点 & 到 其 佘 各 点 的 
EE. 

fm. Land =1, L) 3, Llu) = оо, 1, 
(24) =6,.1,(и) =0,Т= x) 

(1) 选 择 工 外 路 径 最 小 一 点 v1; 于 是 有 
T= {u,v} 

根据 w 修改 了 外 各 点 路 径 因 LCwi) 十 w 
(алл) 00) = 3, 7. LC, )—2 

Шо LO )<1+3=4 了 (oo) 一 6( 不 
改变 ) 

2) 选择 了 外 路 径 最 小 一 点 vs, 于 是 有 
T={usv R о 修改 了 外 各 点 路 径 . 

国 /ZGu,)--zo (ua u )=2+ 1<L(e ,)=4 了 工 (os 一 3 

了 (zi) 一 6 СК) 

GER T 外 路 径 最 小 一 点 n TEY T= {иш оо оз) 

根据 o AT IARR, оз) -u(o u = 3+2<L(u,)= 6 

Sedi (v1) 3+2= 5 

(4) 得 到 最 后 一 点 vo TÆR T= [uu uo a А Тео ,计算 结束 ,w 到 各 点 距离 
ІХал)= 1 Ly)=2 Lv)=3 LO20=5. | 

若 用 Dijkstra 法 求 指定 点 到 其 余 各 点 的 最 短路 径 ,增加 一 路 径 变 量 po) pu) == 

О Жооб усети BEREI poH 工 (w) 即 为 
$ Ж vo (u v) = oo 
指定 点 и 到 点 © AI Ж РАТЕ ;算法 和 如下; 

1. for al € V ,给 出 L{v) 和 和 p(v) 的 初始 值 . 

2.Т—4{и) 

3. while TÆV do 

begin 

4. но ЕТ, B XI ЄТ # L (o 0100) 

5. ТТ} | 

6. for all v & T 

if LDL) +z (u 0) 
then LV) LO +w u) 
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р(0) + рб) 10) 
end 

例 2 RA 2-23 中 结 点 u 到 其 余 各 
点 的 最 短路 径 和 了 虐 离 . 

解 , 由 图 得 出 结 点 LOM pt{v) 的 初 
始 值 ,计算 的 兴 代 过 程 列 成 表 如 下 ,v 即 为 
每 次 访问 结 点 ， 

该 行 的 pCv) 和 (wv) 即 为 wv 到 该 点 的 
最 短路 径 和 距离 . 


表 2-2 


次 
Elvaj piw) |10) | фр) [Lud] piv) |б) рб) (2а) рб) |Loss) ЕЧ 


(us, 21, (uo, Vis {um т» 
1 (оуу) 
о) щ} vs? 


3 


{то эш vs 


© з} 


ЯЛЕ ҖЕ G= (V, E) N ЖИ ЛГ ө, u Чр, И u; ЈК o; е o; 到 
达 v; ЕЛ (o o T PLE EBR NS ҮЙ (е, у) R Go; oi) |F] EE api K th УА А 
и 出 发 到 各 点 最 短路 . f | 

例 3 如 图 2-24 给 出 学 校 系 与 系 之 间距 离 一 个 人 从 o, 系 出 发 到 7 个 部 门 去 办 事 , 从 
现 有 的 道路 网 络 中 确定 他 如 何 行走 ,到 各 系 的 路 程 最 短 , 系 之 间距 离 用 wi 表示 ,oo 表示 没 
有 道路 相连 ， 

解 :我 们 用 Dijkstra 方法 解决 校园 最 短路 问题 . 用 p (o; RRI o, 到 某 点 o; 的 最 短 
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路 . ЕА R] р u= ndon) =, E. 
ре рб) =0, 5 о 关 联 的 边 有 (mw， 
х) (00) ил = 80,ил: = 90, JÁ u, 出 发 
йт (о, 92) т, 路 程 dlou dH w= 80. 
№ ал ERN Co, us) 9] тз EN d (o, ү) 
+ илз = 90. 因为 ,min{d (о, т) + wd 
(оо) ола) = 80, А о 到 wv 最 短路 是 
Салот) dvwyza) 一 80; 否 则 从 其 它 路 径 走 
ШШ 80 大 . 从 而 12 是 离 vI RE v 
成 为 具 р SR дА, p Cu) = 80; 继 续 考 察 
©» ©; 到 其 它 各 系 ( 顶 点 ) 道 路 有 (vi ,v3)， 
(оо ул). CO оз), Оооо), MA 1л 出 发 ,分 别 В 2-24 

Шр (0,01) 9] us; 《v11v2) 到 ИО f 

о) Ж 05, (ооо) E о, ШҮ Сал u) Hw = 90,4 (т, зт) --105= 150.4 Соу) 4 оь; = 
190,d(vvz) 十 zx 一 150, 其 中 最 短 的 一 条 为 沿 (wo 到 оз 的 路 最 短 , 令 plod = 90,03 
RAR p 标号 的 点 . 如 此 反复 下 去 ,plv) 一 140,p(vwe)= 二 150,p(vs) 二 190,p(vi) 二 210,p 
(00) = 260. 所 有 顶 后 成 为 永久 标号 时 停止 运算 . 表 2-4 给 出 从 wv 出 发 到 其 它 各 系 最 短路 


2-3 


pll}=0 


p{2)=80 
ССИ жу 
pt4) 一 140 


UAT sat 
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Dijkstra ДЕ АЕ A SUB E A IEO ИПИ, HH RES {НЛ EAr ARERR, 
1964 ЕОР Н ТЕ И] ЛТД ЖОЛ САКАУ ip ЕТ ИНЕ. ЕН ЯР ЖЕЛИГИН. АР 
具体 做 法 ， 


第 四 节 ”网 络 最 大 流 模型 


在 生产 实践 当中 ,许多 系统 都 包含 了 流量 问题 . 例如 :供水 系统 中 的 水 流 , 控 制 系统 中 
的 信息 流 , 公 路 系统 中 的 车 辆 流 , 金 融 系统 中 的 现金 流 等 等 . 

例 1 A 2-25 是 联结 茶 种 产品 产地 和 销 地 w ВОЗИ, Соо КА vi B о, 
的 运输 线 ,产品 经 绝 由 v 输出 到 w，, 弧 旁 的 数字 表示 该 弧 所 代表 的 运输 线 的 最 大 通过 能 
力 ,产品 经 过 交通 网 从 v 输送 到 v6, 求 :制定 一 个 运输 方案 使 从 o 运 到 o, 的 产品 数量 最 
多 . 

图 2-26 给 出 了 一 个 运输 方案 ,每 条 泊 劳 的 数字 和 表示 在 这 个 方案 中 ,每 条 运输 线 上 的 
运输 数量 . 这 个 方案 订 以 使 8 个 单位 产品 从 vw 运 到 w ,该 交通 阅 上 的 输送 量 是 否 还 可 以 
增多 ,或 者 说 该 运输 网 络 中 ,从 a 到 w 最 大 输送 量 是 多 少 呢 ? 本 节 就 要 研究 类 似 的 问题 ， 


一 ,基本 概念 与 基本 定理 


1. 网 络 与 流 

定义 1: 给 定 一 个 有 向 图 DVA HEV 中 指定 了 ~- 点 , 称 为 发 点 ( 记 为 w) 和 另 一 点 ， 
称 为 收 点 ( 记 为 mw) ,其 余 的 点 叫 中 间 点 , 8—3 Сор) EA 对 应 有 一 个 (wo 之 0( 或 简 
写 为 Cj), 称 为 该 红 的 容量 ,一 条 弧 的 容 莉 可 以 看 作为 沿 着 这 条 弧 输送 物品 所 多 洗 的 最 大 
流量 ,通常 这 样 的 图 号 叫做 一 个 网 络 , 记 D=(V,A,C) 

网 络 上 的 流 指定 义 在 A LED S= feu ER Гозо) (о, ЕЙ 
E. 简 记 为 i, 图 2-25 就 是 一 个 网 络 ,指定 wm 是 发 点 ,v4 是 收 点 ,其 它 的 点 是 中 心 点, 弧 旁 
的 数字 为 Cir | 


图 2-25 | 图 2-26 


攻 2-26 MOERTI Ж. пр И-И В ЕИО 
Нер, ЦП 六 :一 5 六 一 3 一 2 一] 等 等 ， | 

2. пр 

ЖЕ ңе Р СРИ П Ж Ж 


+ 5+ 
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САНЕ, 

(二 ) 中 间 点 的 流量 为 零 

对 于 每 个 点 ,送出 这 点 的 产品 总 量 与 运 进 这 点 的 产品 总 量 之 差 , 是 这 点 的 净 输 出 量 ， 
简称 为 这 一 点 流 是 ,中 间 点 只 起 运转 作用 ,所 以 中 间 点 流量 必 为 零 , 发 点 的 净 流 出 量 等 于 
收 点 的 净 流 入 量 ,是 方案 的 总 输出 量 

定义 2: 满足 下 列 条 件 的 流 / 称 为 可 行 流 ; 

蛋 ) 容 量 限制 条 件 :对 每 一 弧 (v,0) € А, су 

АИ осие MARA GAs DA 


> љ- 2, f,=0 
б, тє A тәзе A 
| ‚ ` 
р j 2?) /у— 2, f,=v.D 
(en EA ЫН; УСА 


对 征收 点 о, З 万 ;一 >; а= —u (f) 
(w€ A funn EA 


MRA АРАТ САИС И Ж AA h E СОК АН А. BE). 

可 行 流 总 是 存在 的 ,如 今 所 有 驳 的 流量 户 =0 GARAE, E о 
СР) =0 

最 大 流 问 题 А И Л) НИЕ w( 访 达到 最 大 , 且 满 足 

OS f; <ci; s (а; ,0;) ЄА 


vf} =s 
21/4— = 0 965,7 
` —(} i=t 
对 于 最 大 流 问题 ,用 线性 规划 的 方法 可 以 解决 ,但 我 们 如 果 利 用 图 的 方法 解决 更 方 
E, EHM. 
3. TRE 


任 给 一 个 可 行 流 /一 u ,我 们 把 网 络 中 使 Лс НОЗИ ЗД, E Сс 
HUAI G f=0 RAER f >o A EERI. 图 2-26 Psv) E 
AI ATAA EAE A A ЧЕ E. 

定义 3: 设 了 是 网 络 的 一 н соз над 
ЖЖ. 

ИР — f, Жо РД 

ое Ía Ж a, R P REIM 
EPSO RSNA 可 以 达 当 增加 流量 ,从 发 点 书 到 收 点 书 的 了 非 饱和 路 称 为 可 
ЖА. 
| 如 图 2-27, vvu n 是 一 条 了 可 增 路 ,P АЧИ Со, ооо) Cu. т), P BS 19 
(sO JE B APLS TARE 的 存在 表示 АСИ RLA P Д 个 什 
为 6CP) 的 附加 流量 ,得 到 由 
fat êP) Жа РИИ 
Ў, =+4fa— (P) Жа} P 6s) E e 
| fi 其 它 
.51 ， 
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所 定义 的 新 可 行 流 f,v( 力 二 v( 放 十 8(P) 称 了 为 基于 P 的 调整 流 ,图 2-28 是 图 2-27 基 
于 ГАЗЕ i: Us + 2 Uas Us 的 调整 流 ， 


а mm Mil 


ETL ESTONA 
图 2-27 —Ж [ИЕ P 图 2-28 ФРАН 


1. 割 集 与 割 的 容量 | 

设 S,TCY,SnTZ 一 9 将 始点 在 5, 终点 在 中 的 所 有 弧 构成 的 集合 as, 

定义 4: 给 网 络 DD=(V,h4,C) ,车 点 集 V 被 剖 分 为 两 个 非 空 集合 VV,Vi, 使 vw,EV,v 
EV;, 则 把 弧 集 (Vi ,V1) 称 为 是 (分 离 v; 和 т). 

把 割 集 弧 从 网 络 中 去 挤 ,v, 和 vw 之 间 便 不 存在 路 ,所 以 害 集 是 从 vw 到 的 必 经 之 道 ， 

定义 5; 给 一 制 集 (V VO jS E V ,7,) 中 的 弧 的 容量 之 和 称 为 这 个 着 集 的 容量 ， 


记 为 C(V. ,V,) ' Вр) СОУ, ў.) i; 
боо € (VP) 


易 知 ; 任 一 可 行 流 的 流量 区 六 都 不 会 超过 任 一 割 集 的 容量 . В оС, a). 

ж МЕЕ лт AARE ARRO Vr E o OSC V f" 
必 是 最 大 流 而 CV? ,V; ) 必 是 D 的 所 有 制 集 中 容量 最 小 的 一 个 , 即 最 小 割 集 ， 

定理 1 网 络 中 的 可 行 流 了 是 最 大 流 , 当 且 仅 当 网 络 中 不 包含 可 增 路 ， 

证 明 ,; 必 要 性 

若 网 络 中 包含 可 增 路 ,基于 P 的 调整 o(J)=u(f)+8(P)2>u (f), Jl f ЖЕЙК 
Ж. 

充分 性 : 若 网 络 中 不 包含 可 增 路 , 征 证 了 是 最 大 流 .了 到 u=) tu € V. А f < 
Co MH V, PEA V U (о) , a ЗЕ; ЖИ ЖАЙ ТД. 

ж o €V i B f,2>0, 38 V, P RA VU tw) ‚а, AIER ИЛ, ЖИЕ S E Д. 

С # a; € (V, V, А 

由 于 网 络 中 无 了 Чр n CV Я (У, У), f = 0 4607,7) sv 
(f)=C(V,,V.), АЙ f ERAK A EE. 

ж 上 是 最 大 站 ,该 网 络 中 必 存 在 一 割 (V,7UD оС) СОУ). ГЕНАХ 
Ж.Л. 

定理 2 ” 任 一 网 络 中 ,最 小 割 容量 与 最 大 流 的 流量 相等 ， 

证 明 赂 ,该 定理 中 作为 检验 最 大 流 或 最 小 割 的 手段 . 
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Z Ford 和 FulKerson 标号 法 


1. 在 介绍 该 算法 之 前 ,将 Ford 和 FulKerson 算法 用 于 解决 图 2-27. 

为 了 记录 可 增 路 ,从 о, 开始 ,给 每 个 天 点 wv 规定 一 个 标号 (v6,) ,wv 表示 从 о, 到 о; 
可 增 路 上 v 的 前 一 个 顶点 ,6. 是 从 о, 输送 到 ө. 的 超过 现行 流 的 额外 流量 ,符合 流量 守恒 
和 容量 限制 条 件 , 令 э, 标号 为 (0, 十 ce)， 

对 图 2-27 中 "7, 标号 人 0， +o) :考察 与 顶点 Ve FRR, F ац sfa =Ca =3,aa 
是 饱 合 弧 ; 不 满足 标号 条 件 EM a, E, f.,=1,C,=3,f,Í<C.. J.a h Et ЕЛ. aa 增 
加 流量 , 它 必 不 超过 前 一 跑 的 额外 流量 ,也 不 能 超过 该 弧 的 过 剩 容量 Ca Ло 3—12, 
即 0, =1піп {0,, (со — 2) ) = тіп { +00,3—1) =2, f u 标号 为 (2); 检 查 与 ws 关联 的 
W ZEI ar- Е, 7.2220 为 非 零 流 弧 ,是 反 向 弧 , 故 人 二 min{6,, 了 i} 二 min{2， 2} 二 2, 记 
v 标号 为 (vs,2); 骂 as 上 fs 二 cas 二 4 为 饱 合 弧 ;在 弧 ао Е. 1220, ЕЗИ, йк д, 
= min {ôz, fn} = тіп (2,1) 一 1 将 т. RA m DRES vi ЖАКИ ZE IA а Е. fa =1 
>0, 为 非 堆 流 弧 , 故 0, тіп (2,, а) = тіпа (1,131, o, Со D EM aa E fa=0 
кымы 弧 , 故 令 ¿,=min(0,, (с, Su) = ү r 

点 到 ww J ЯЙ ЙЕ (u, us u u) яа 增加 流量 s= = 

2. 可 增 路 上 流 的 调整 . 

fa 转变 为 fs 十 1=1 十 1=2 

fu 转变 为 Jfa—1=1—1= Olau ÉI) 

РРР 有 十 1 二 0 十 1 二 1 其 它 弧 流 量 不 变 
此 新 可 行 流 的 流量 OEA w(P 十 3 一 4 十 1 一 5, 例 如 2-28 可 以 重复 一 下 前 面 的 过 程 ， 
寻找 了 上 可 增 路 . 

给 mw 标号 (0, 十 co) ,检查 与 w KEMEM a =l E, fa =c 3. ERAM S= 

3= со, AIEA, 0, = тіп (0,8 – fa) =min(+co,1)=1,3 ə 标 为 (v,,1); 检 查 与 v， 
关联 弧 ЖБ аф, fe S ЭА, ДИД an „аА cn EWR ERI as 
E, fu=2>0, <ô = min (о, f} =min(1 ‚2}=1,# IRN o, 1) 5 #5 vi 关联 的 弧 ， | 
ЖЕ as E Л»=1=са 5% Б Е, КУЕ J о, 到 о, 的 可 增 路 ,从 而 现行 流 
了 为 最 大 流 , 停 由 搜索 ,最 大 流 v( 有 = 二 5. 

МЕЖА И, = {vn vov pn C V B v€ V, СОУ, VD суз соз СР) НЯ 7 ER 
К ТС, ОВЛ. 00 fat fa= fu=5. FEAR HE ВОИ Н. 最 小 
割 集 是 制约 总 运输 量 关 键 ,改善 或 提高 最 小 钊 集运 输 能 力 将 会 使 总 的 运输 量 提高 . 

Ford 和 Fulkerson 标号 算法 : 

OTEA fi 对 应 值 是 方 ,车 网 络 中 没有 给 定 Л.А 了 是 零 流 ; 

DRA un 标号 (0, 十 co)j,w 是 已 标号 未 检查 的 点 ,其 它 点 是 未 标号 点 ; 

3? 如果 不 存在 已 标号 ,而 未 检查 的 点 ,算法 终止 ,最 大 流 是 f ;否则 按 标号 先后 次 序 
取 一 个 已 标号 而 未 检查 点 о АА оу (ооо JERAM, Сс оу 以 标 
E lund) д, тіп (8,6 Ар. 

Bop AERA, S>, 则 给 о ARB wnd ,0;=min(8,, 六) 成 为 已 标号 
而 未 检查 点 . 查 完 一 切 未 标号 点 vj 后,v; 成 为 已 标号 并 检查 过 的 点 . 
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(4) 如 果 收 点 了 未 标号 , 转 (3) ,否则 转 (5) 
Ў, а k a 
(5) 失 名 开 始 ,通过 第 一 标号 ,逆向 找 可 增 路 PP, 并 今 а 太一 9， а.) 
f; 其 它 
去 掉 所 有 点 的 标号 , 转 (2) 


第 五 节 ”最 小 费用 最 大 流 模 型 


一 \ 问 题 的 提出 


上 一 节 讨 论 了 寻求 网 络 最 大 流 的 问题 ,在 实际 生活 中 ,涉及 流 的 问题 时 ,人 们 考虑 的 

不 只 是 流量 ,还 有 “费用 ”的 因素 ,本 节 介绍 的 最 小 费用 最 大 流 癌 题 就 是 这 类 问题 之 一 . 
若 上 节 图 2-27 中 表示 的 是 某 油田 石油 运输 管 网 最 大 输 油 量 5 桶 /分 钟 , 若 给 出 输 油 

网 土 各 管道 a; 输 送 石油 的 单位 流量 运费 如 图 2-29 试 确定 方案 ,使 费用 最 小 , 输 油 量 最 大 ，- 


图 2-29 菜油 办 石油 运输 管 网 ( 弧 旁 数字 为 ;容量 (费用 )) 


一 般 在 网 络 D 上 ,对 应 每 -- 弧 a;;€ A, 有 一 个 容量 ci 和 一 个 单位 流量 约 费 用 之 0; 
求 一 个 流量 为 的 可 行 流 站 ,使 流 的 总 输送 费用 
(= 和 54f1 为 最 小 ,其 数学 模型 为 
j j F т=з F=<minC(V,,V,), 


min Z bafa 2 = | 0 RE . УСУ, ЗБ, F AR 
Ж 一 ¿=£ 
К. 该 模型 即 为 最 小 费用 最 大 流 模型 . 
二 、 解 法 
1. 图 算法 
定义 1: 设 网 络 D 的 一 个 可 行 流 为 7, 如果 其 流量 v《 几 二 0; 则 称 其 为 循环 流 , 此 时 费 
用 为 


b = УЫ, 
s € 4 


我 们 用 类 似 求 最 大 流 的 方法 求 最 小 费用 最 大 流 、 
+ 54. 
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Ж $t H£ W. РОР D 5 D WW ЧЕ sl D КАЙ (о, u) BEWA 
fa SSE са, ЗЕҢ] Ба, D RS РА ЖЕЙ Co, оо Со, оо) I АҢ КУ. Д Co u 05 ЕШ И су 


f uz 0 ‚Я bi W opw ARA fu, WHA- Bj， 去 掉 所 有 ЖА 0 Ыр ГЕ 2- 
33. 


® Ís L/R 二 
о<7,, R ci fi; Pv ) 


Slaj iš 
f 容量 ©, #8 b. 
BH b z # AR fu 
f 


я H-b, 
> 


图 2-30 р ДЕПИН 8 D AELE N 


h V ST IR DD Eh о, B) ou AA PORET D PA u B) oe AIR 
已 , 当 洪 着 可 增 路 己 增 加 单位 流量 时 ,得 到 新 的 可 行 流产 ,此 时 增加 的 费用 为 
Б Р = УХ Boa a S, ЫС = Л) 


(s. °дё р иЄ е 


КА „ЄР tv pop Er 
该 式 称 为 可 增 路 P 的 “费用 ”， 等 二 DTE v о RME REDHA v 

A о, 的 费用 权 为 之 的 一 条 有 疝 路 确定 了 N 中 可 增加 流量 6CP) 的 一 个 新 流 Л ,其 费用 增 
加 了 zz .6(CP); 同 样 五 ( 六 中 费用 权 为 天 的 有 向 圈 和 ,对 应 于 СРН ИТЕ У 80c) 的 一 个 
循环 流 了 ,由 此 确定 D 中 一 个 新 的 流 f 十 了 ,其 费用 增加 了 上， êo. 

完 理 1 网 络 石 中 流量 为 下 的 流 了 是 最 小 费用 的 , 当 旦 仅 当 厂 (六 中 没有 负 费 用 的 有 
[|]. 

ЕЯ Wak {ШИ D УН ЛА ЛТ —х WJ A с. 7 С, р PE 
个 新 的 流 f 十 了 ,其 费用 的 增加 为 一 z*， Cc) ,加 减少 了 < 6(c) ,与 是 最 小 费用 的 矛盾 . 

充分 性 ,反之 , 若 不 是 最 小 费用 的 , 则 存在 一 个 费用 比 了 小 的 流 三 ,考虑 了 了 一 六 由 
СРСР P —/ Ж ИЙ. АУ D (т Ж FA aca FEE H i it 
DWA Л.Л, f MRR IRA с АРС) ЬЕ +b(a )f,<0, rh — 
HÉR c fE blef, О B 2-31, 即 b(c,)<0, JAI c, j ОСОН RAGA AET. 

圈 算 法 具体 步 又 如 下 : 

(1) 利 用 最 大 流 算法 找 出 流量 为 F 的 流 7; 

(2) 构 造 了 对 应 的 调整 容量 的 流 网 络 D' С/), 

З ОРТ С.н Е, TE PCA); 

(4) 在 < 中 找 出 最 大 的 循环 流 ;并 加 到 D La A P' (fyri ИР, 8803). 


Re 
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ODN Cf) 


图 2-31 
我 们 用 “ 轿 算 法 ”解决 图 2-29 所 示 石 油 运 输 网 的 最 小 费用 流 , 由 于 最 大 流量 o (f) = 
5, 该 结 采 应 是 最 小 费用 最 大 流 ,在 图 2-28 的 运输 方案 下 ,其 费用 
OQ) = Dbfy=4X3+5xX1+6X4+4X2 


G€ A 


+3X2+6X4+42X0-+3X1-+4X1=86 


š 图 2-33 Ж ОД ЗЕ A (су, 


图 2-32 给 出 了 对 应 的 调整 容量 的 流 网 络 D O, D PETE Т, НУ (о, ооз, 
ws) 绒 用 为 4 二 (一 3) 十 (一 4) 二 一 3; 容 量 为 min{1,2,3} 二 1, 将 容量 为 1 的 该 循环 流 加 
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到 原来 的 流 /上 ,得 一 新 流 , 如 图 2-33, 总 费用 为 86 十 (一 3 一双 新 的 调整 网 络 如 图 2 2- 
34 ,该 网 络 无 信 费 用 有 向 圈 , 此 流 是 最 优 的 . 


图 2.34 新 流 对 应 的 调整 容量 的 流 网 络 


2. Я 
我 们 在 利用 流 了 的 可 增 路 p, 求 最 大 流 的 进行 中 ,得 到 一 新 流 广 , 流 量 增加 为 v( 了 ) 十 
olp1). 若 了 不 是 最 小 费用 流 , 根 据 革 面 介绍 的 贿 分 法 在 其 调整 网 络 D ( 疡 ) 上 一 定 找到 负 
费用 有 向 图 ,将 其 御 环 流 了 各 到 雄 网 络 上 ,得 到 另外 一 流 广 十 了 该 流 可 以 看 成 由 了 通过 
另外 一 系 可 增 路 р» 得 到 ,而 ps 一 对 应 于 负 费 用 有 向 图 <, 显然 加 的 费用 小 于 р, 的 费 
用 . 通过 上 述 分 析 , 试 问 ,能 否 将 求 流量 为 的 最 小 费用 流 的 圈 算 法 化 为 在 守 找 可 增 路 > 
的 过 程 中 定 出 我 们 需要 的 可 增 路 p,, 从 而 直接 找 出 流量 为 的 最 小 费用 流 . 理论 根据 如 
F: ; ; 
ER iA Ë: D OE F (SEA $ f, ЖЕ D (fU Pk 3 И] ЖЕГИН 
单位 流 , 那 么 有 十 是 也 中 流量 为 F 十 1 кайаш | 
证 明 ; 假 设 了 十 了 ;不 是 最 优 的 ,由 定理 1 
知 在 调整 网 络 D CJ 十 fi) 中 有 负 费 用 的 有 向 
ç 图 <。, 因 为 流量 为 的 流 f ЖДИ. ЕТ р 
(fi) 中 没有 负 费 用 的 有 向 较 - 因此 图 < 是 在 流 
量 从 下 增加 到 下 十 1 时 产生 的 , 故 < 中 必 有 一 
Mopo =en RRRA L ECF p 
HAI Coop AI 2-35. 
若 用 c\{e} 赫 换 ЕД (озер, р RA 
的 增加 最 为 一 6 十 Cc\{e}) 的 费用 二 c 的 费用 天 
0, 因 此 p ЖЛЕ D'(f1) 中 最 小 费用 的 有 向 路 , 矛 - 
盾 . 说 明 f. + f, ERRA EHL 的 壤 小 费用 流 ， | 
根据 定理 2, 我 们 可 以 从 一 个 最 小 费用 流 кз, зу 
СОЕ. РОНА v 31 x, 的 最 小 费 
ИЖ A ЗР ЖИН. ERREA ЖОК ғ МЕ. 若 要 求 最 小 费用 最 大 这 则 一 
直到 最 大 流 求 得 为 止 
法 加 算法 是 1962 年 Ford 和 Fulkerson 给 出 的 ， 具体 步 又 如 下 : 
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(1) 给 定 目标 流量 下 ,或 oo; 从 给 定 的 最 小 费用 流 了 开始 ! 若 未 给 , 令 了 了 ЖЕЙ. 

(2) 车 ос у=Е, Eat, 为 最 小 费用 流 ;省 则 转 (3) 

DE D'A) jian о, 到 wv 的 最 小 费用 有 向 路 户 沿 р 增加 流 f 的 流量 直到 F, 转 
OEDEEM v 到 о, 的 最 小 费用 的 有 向 路 ,停止 ,了 就 是 最 小 费用 最 大 流 ， 

用 和 加 算法 从 零 流 开始 , 求 图 2-29 最 小 费用 最 大 流 .如 图 2-36_ 


到 2-36 ”用 夺 加 算法 求 最 小 费用 最 大 流 
(КЕЛЕК ОЕ), ШШШ) 


首先 构造 调整 容量 的 流 网 络 D (fy 3E3R tB JÁ v 到 V 的 最 短路 (vw， sU +709 ‚‚) ,如 图 2- 
36(a)8 二 min{3,1,4} 二 1, 将 其 添加 到 原 网 络 及 中 去 ,进一步 得 新 的 调整 网 络 , 图 2-36(b) 
所 示 , 按 照 友 加 算法 ,依次 得 到 流量 为 1,4,5 的 流 , 其 对 应 的 调整 网 络 如 图 2-36(b), (c), 
(d) ,最 终 得 到 最 小 费用 为 83 ,流量 为 5 的 最 小 费用 最 大 流 、 


第 六 节 ”匹配 模型 


问题 的 提出 及 解决 


L 最 优 分 配 问 题 
在 分 工 问题 中 ， 工作 人 员 可 以 做 的 各 项 工作 效益 未 必 一 致 ， 我 们 需要 制定 一 个 分 工 方 
案 , 使 公司 的 总 效益 最 大 ,这 个 同 题 称 为 最 优 分 配 问 题 . 
уБ GG 有 两 个 顶点 集 ,X= ЕА ia Y = {у +yz „у Г 
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作 人 员 和 工作 ,zz,yj 之 闻 用 边 相 连 ,其 权 ww 表示 工作 人 员 a у, 工作 时 的 效益 ,和 与 了 
内 部 没有 边 , 折 有 边 顶 点 分 别 在 和 ,了 中 , 故 图 G 是 具有 二 分 类 (X,7) 的 二 部 图 (或 偶 图 )， 
最 优 分 配 问 题 等 价 于 在 这 个 赋 权 图 中 寻找 一 个 边 集 ,使 得 任意 两 条 边 均 不 相 邻 ,同时 边 集 
的 总 权 最 大 ,我 们 称 为 最 大 权 克 配 ( 或 最 优 匹 配 ) ;二 部 图 的 赋 权 跑 配 同 题 又 称 为 指派 何 
题 ， -i | 
E С 不 是 二 部 图 , 则 问题 转化 为 一 般 的 威权 匹配 问题 . 在 赋 权 匹配 问题 里 ,假定 G 是 
完全 图 ,因为 对 于 不 在 避 里 的 边 可 以 认为 其 权 为 0; 因 此 可 以 假定 G 有 偶数 个 点 ,否则 可 
以 增加 一 个 新 点 与 其 余 所 有 的 点 都 有 边 相连 ,这 些 边 的 权 都 为 0, 类 似 籽 ,对 于 二 部 图 的 
赋 权 匹配 问题 可 假定 ,X,7 顶点 的 个 数 相 等 , 且 任 意 zi yy ААН, Пус 
8. к. 
1 МАСОВО, АЕРО ЕА v XK, MUSE > RWE H, H T 10220. 
、 故 最 优 解 总 可 以 使 任 一 项 点 是 M 饮 合 的 ,从 而 其 匹配 是 一 个 完美 匹配 . 
最 小 权 匹 配 问 题 , 可 以 转化 为 权 为 со о ЕКШНИ, Н в 大 于 所 有 
的 xu; Gauoi;z20) 
当 所 有 的 w= l 时 ,问题 即 转化 为 不 赋 权 匹配 问题 (基数 匹配 ). 
2. 基数 匹配 和 覆盖 | 
ЖС, M 是 边 最 多 的 匹配 , 则 称 为 G 的 最 大 区 配 ,完美 匹配 必 是 最 大 匹配 ， 
反之 不 然 . 
设 邮 是 G 的 匹配 ,G 的 M 交错 路 是 指 边 在 ENM 和 M 中 交错 出 现 的 路 ,AM 可 扩 路 是 
指 其 起 点 和 终点 都 是 M 非 饱 合 的 M 交错 路 ， 
定理 1;G 的 匹配 M 是 最 大 瑟 配 当 且 权 当 G 不 包含 M 可 扩 路 ， 
证 骨 : 设 内 是 G 的 最 大 匹配 ,假设 有 一 可 扩 路 p= von ны, M GE ў М 
= (MN Crv) s {Varua} ss Сонсуз) } U (Cu y) Соо ооз) stt r Соо з он) = (MNP) 
ШРМ) = МДРОМ 与 PP 的 对 称 差 ), 则 M' 是 G 的 匹配 , 且 |M'1=|M 二 +11: 与 村 是 最 
大 匹配 矛盾 , 故 G 中 不 包含 M 可 扩 路 ， 
反之 , 当 G 不 包含 可 扩 路 时 ,假设 М 不 是 最 大 匹配 , 则 存在 匹配 Mg |M |>1 Ml. Ф 
H=GC(MAM')EI H Hh M 5 M 的 对 称 差 , 生 成 的 G 的 子 图 , 如 的 任 一 顶点 或 是 只 与 
M 或 M' 中 一 条 边关 联 , 或 是 同时 与 M 中 一 条 边 及 MM 中 一 条 边关 联 , 于 是 H 的 每 个 分 支 
或 是 一 个 边 交错 地 属于 M 与 M 的 长 度 为 偶数 的 图 ,或 是 一 条 交错 地 属于 M 与 M 的 路 ， 
因为 |M' | 之 |M1. 瑟 中 包含 的 M' 与 边 多 于 MM 的 边 ,所 以 吾 中 至 少 有 一 个 分 支 卫 , 它 所 含 
的 属于 маа М 的 边 多 ， 这 个 分 支 不 可 能 是 圈 , 只 能 是 一 条 起 点 与 终点 均 为 M 
非 饶 合 的 M 交错 路 ,与 G 不 包含 M 可 扩 路 矛盾 ,证 毕 ， 
S 的 邻 集 :对 于 图 G 的 征 一 顶点 集 S ,其 邻 集 为 与 $ 的 顶点 相 邻 的 所 有 顶点 的 集 , 记 
J NCS). 
设 G 是 一 个 具有 二 分 类 (X,7Y) 的 二 部 图 ， 在 分 派 问题 中 ， 能 否 存 在 这 样 一 个 分 派 方 
案 使 每 个 职员 都 有 对 应 的 工作 可 做 ? 即 在 С 中 是 否 存在 一 个 匹配 ,使 它 饱 合 X 的 每 个 项 
点 ?定理 2 给 出 存在 这 种 匹配 的 充 要 条 件 . | 
定理 .2: 设 G 是 具有 二 分 类 (X,Y) 的 二 部 图 , 则 GG FERS X 的 每 人 顶点 的 匹配 的 
= ЖЕНЕМЕ SSX Вр 105) 122151. 
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Ш СНТ НЕЯ k, WIPRA G Æ k ЕДА. 由 此 上 定理 得 如 下 扒 
论 . 

推论 : 若 忆 是 上 次 正 则 二 部 图 (>0)， MJ G 有 完美 匹配 , 

“匈牙利 算法 "解决 了 二 部 图 基数 丐 配 人 问题 ,步骤 如 下 : 

DEG 中 任 取 一 个 匹配 M. 

о МХ 的 每 个 顶点 , 则 算法 终止 ,MM 为 完美 匹配 ;否则 设 x E X cB) M 3E 
WESMA S S= {u} ,T =$. 

DE NO=T, НФ S| —1, sinaek ЖИТ, BER 2, 不 存在 
Ше X 每 个 顶点 的 匹配 ,否则 取 y€ N(S)—T. 

《4) 若 ?是 好 饱 全 时 , 设 ?zEM:, 用 SU{z} 代 克 S, TU) кит. 转 (3){ 此 时 | 人 TI] 
二 |S| 一 1 仍 成 立 ); 容 则 设 户 是 MM 可 扩 路 Plu,y) ,用 MAECP) 人 代替 M, 转 (2) 

例 1 毛 知 5 个 职员 5 项 工作 的 一 个 匹配 如 图 2-37(a) 所 示 , 求 其 最 大 匹配 . 


1; 


+: y: yy 


图 2-37(а) 


解 : | 
《1) 取 初始 亚 配 M= {х;уз,› хауа, лу) 
(2) 从 非 饱 合 点 z 开始 生长 外 向 交错 树 , 找 出 一 条 M 可 扩 路 myzzrzyi 一 已 如 图 2-3? 


(b) 
y 
š | тї z; тз т, 
I Ы. х, 
b! F: #1 y; О; у: ys 
z, z, . z, zi 0 
图 2-37(b) 


СЗУ НЧЕ ЙЕ M = MA P= {муу Layas Tyi) 

(4 从 非 饱 合 点 х, 开始 生长 外 向 交错 树 ,未 得 到 M 可 扩 路 ,图 2-37(d), 故 М, 是 最 
大 匹配 ， р жо), МС) = [yz , ys) ЖЩ G ЛЕЕ 530 Be. 

сарн 的 一 个 子 集 &, 使 得 G 的 每 条 边 都 至 少 有 一 个 端点 在 中 ,如果 G 
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ЕЧИБ УГ 


M” ш ү y: К 
(c) 
图 2-37(c) 
N ЫШ ут pa р ya 
图 2-37(4) 
例 2 .图 2-38 表示 一 个 居民 小 区 , 顶 v: ы, 
点 表示 交叉 路 口 , 边 表示 街道 , 现 计划 在 基 SN 
些 路 口 安置 消防 设施 ,只 有 与 路 口 直接 相 А 7 
连 的 街道 才能 使 用 它们 ,为 使 所 有 的 街道 | Аа 
都 有 消防 设施 可 用 ,在 哪些 路 口 安 置 设施 / 
最 节省 ? | . 
їй: 图 2-58 


` (ls 2 коз») Сорау Us ) s (02,735 

u) ш ооз) SE AB 2 8 6 “Шен ооу В TE E ,可 以 作为 消防 设 
施 设 置 的 地 方 . 

定理 3: 若 M" 是 二 部 图 G 的 最 大 匹配 这 是 @C HENES WIM |= |#| 

3. АПИ BJ B&A Jo BË . 

对 于 有 22 Їй лд ж Ч, Bf ШТ ЕЖ я! 个 完美 匹配 的 权 去 求 最 优 匹 配 . 当 
n 很 大 时 ,该 方法 就 无 能 为 力 了 . | 
Kuhn—Munkres 算法 解决 了 该 问题 . 

EA Aa pun Y= XUY 上 定义 一 个 实 信函 数 4 使得 任何 zEX 和 yEY, 均 

oa мө 
图 为 G 对 应 于 可 行 顶 点 标号 1 的 相等 子 图 , 记 为 Gu 


тахш(х,у) ЄХ 
令 u=?" 
0 хЄҮ 
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定理 4.12 EE G 的 可 行 顶点 标号 ,车 G, 包含 完美 匹配 M , 则 M° J: G 的 最 优 匹配 . 
Kuhn —Munkres 算法 
(1) 从 任 一 可 行 顶点 标号 7 开始 ,确定 Gi 并 在 G, 中 选取 任 一 匹配 M; 
(DË X EMBAH N М 是 С. 的 完美 匹配 ,是 G 的 最 优 亚 配 ,算法 终止 ;否则 ,在 
G, 中 取 一 个 M 非 饱 合 顶点 a, S= (u) ,T= 
(3) 著 NODT ROH NOST iA 
а= min{ x) Hy) — wlr, уу} B h 
Ir 
{ (0) — a € S 
iu) 一 ID) 十 ¿€ T 
| о) 其 它 
给 出 可 行 顶点 标号 ?以 代 赫 已 以 G) RE Ge 
(4) 在 Na(S)NT 中 选择 一 个 顶点 y. у 是 M 侈 合 的 ,并 且 yzE M, 则 用 SU {2} 代 
# S, 用 TUfy} 代 蔡 了 , 转 (3); 和 否则 取 G, 中 一 条 MYTE Ри, у), MAE(P) 代 蔡 
M, 并 转 (2). 


第 七 节 ”中 国 邮 路 模型 


一 .问题 的 提出 | 

ИСЕ ЖОЙ ШИЕ, ЖЕРЕ ELE М, Ш ЖЕЛП ЕИ 
辖 的 每 条 街道 至 少 一 次 ,那么 应 如 何 选择 投递 路 线 ,使 所 走 的 路 程 最 短 ,这 个 问题 首先 是 
我 国学 老 管 梅 谷 教授 于 1962 年 提出 的 ,因此 称 为 中 国 邮 路 问题 ， 

中 国 邮 路 问题 具有 普遍 意义 ,如 公安 执勤 人 员 执行 巡 温 任务 ,企业 的 巡回 检测 等 等 都 
存在 如 何 选择 最 短 巡 回路 线 的 问题 ， | 

如 果 把 投递 区 的 街道 用 一 条 边 (vvw) 表 示 . 街道 的 长 度 用 边 权 ш Со оо) RR ҢА, 
街道 交叉 口 用 点 表示 ,那么 一 个 投递 区 构成 一 个 边 权 连通 无 向 图 , 邮 路 问题 用 图 论 的 语言 
来 描述 ,就 是 在 一 个 边 权 连通 无 向 图 中 ,怎样 寻找 一 个 回路 C, 使 得 С 经 过 每 条 边 至 少 一 
次 且 C 的 长 度 最 短 .因此 邮 路 问题 ,既是 一 个 与 欧 拉 间 路 有 关 , 而 且 也 与 最 短路 径 有 关 的 
问题. | 

ЛЕВЕ ЕИ НИНЕ 

L 最 理想 情况 下 邮 路 问题 的 解 

ERRAL G 上 ,一 条 过 每 边 丛 一 次 的 链 称 为 欧 拉 链 , 含 闭 欧 拉链 的 图 G 为 欧 拉 
图 , 闭 欧 拉链 称 为 欧 拉 辐 路 , 欧 拉链 或 欧 拉 女 可 以 形象 地 措 述 为 “一 笔画 "问题 

如 果 邮 路 G= (V,) 是 一 个 连通 的 欧 拉 图 , 则 存在 网 拉 回 路 ,这 是 最 理想 情况 ,每 条 
边 只 需 经 过 一 次 ,回路 的 长 度 LCC)==。22,wCvis0) 是 最 小 可 能 信 , 邮 路 的 投递 路 线 ,也 
ЖЕКЕ ИН. 


2. КЕН F UR A Ia g 83 88 
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如 果 邮 路 G 具有 欧 拉 通 路 , 即 只 有 两 个 结 点 w 和 u, 是 奇 次 结 点 ,这 时 从 vi 出 发 可 以 
经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 而 到 达 wj, 从 vj AA o 必须 重复 经 过 一 些 边 ,显然 ,要 想 使 总 的 
投递 路 线 最 短 , 必 须 使 重复 边 的 总 长 度 最 小 ,因此 该 问题 成 为 导 找 o, M v 之 间 最 短路 征 
问题 ,这 种 情况 称 为 次 理想 情况 . 其 算法 如 下 | 

(1) 求 出 奇 次 结 点 v 和 wj 之 间 的 最 短路 径 Р. 

(2) 令 G' 二 GUP | 

(3)G' 为 E 图 ,穿行 G' 的 欧 拉 回路 就 是 邮 路 投递 路 线 的 最 优 解 . 

例 1 2-39 表示 一 邮递 路 线 , 求 出 最 优 投 
Жи. 

解 : 求 出 m 到 vw WRA P= uU . 
эу, ЖЄ Н 6,1  2-40(а) | 

将 己 加 到 G 上 ,得 到 图 G" ,如 图 2- 400), 最 . 
优 投递 路 线 即 为 G* 的 欧 拉 回 路 . 

(С == рио уь Vs UZV YIU UAV ТАЛА, 


总 长 度 为 LO) 一 2) ww) 


(sos) € E 


=34--6=40 


图 2-40 


з. 一 般 情况 下 邮 路 问题 的 佣 | 
当 邮递 线路 既 非 欧 拉 回 路 ,又 不 具有 欧 拉 通路 时 , 即 为 一 般 情况 ,在 这 种 情况 下 ,必须 
重复 更 多 的 边 ,如 何 才能 使 投递 路 线 的 总 长 最 小 呢 ?下 面 的 定理 规定 了 两 个 最 优 路 线 的 条 
t 
定理 1: 设 6" 是 包含 了 连通 边 权 无 向 图 G 的 所 有 边 的 一 个 回路 ， 则 G" 具 有 最 小 长 度 
的 充分 必要 条 件 是 : 
GDG 的 每 条 边 最 多 重复 一 次 . 
(DE G 的 每 个 回路 上 ,有 重复 边 的 长 度 和 不 超过 回路 长 度 的 一 半 - 
证 明 : 必 要 性 ,首先 设 有 些 边 重复 n(n 之 2) 次 得 到 的 图 是 欧 拉 图 ,如 图 2-38(a),《 重 复 
边 用 虚线 表示 ) ,将 重复 的 边 数 去 掉 偶 数 条 (最 后 必然 只 重复 一 次 或 零 次 ) ,重复 边 的 两 个 
“端点 的 次 数 仍然 是 偶数 ,结果 仍 是 欧 拉 图 ,如 图 2-41Cb) 所 示 , 扬 以 最 优 的 情况 下 边 的 重 
复 不 会 多 于 一 次 . | 
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图 2-41 

其 次 ,我 们 考察 G 的 任 一 回路 ,如 
图 2-42(a) 如 果 把 重复 的 边 都 不 重复 ， 
不 重复 的 边 都 重复 一 次 , 则 图 (a) 变 成 图 
(Cb), 这 样 每 个 结 点 的 次 数 都 改变 了 .0 
或 2, 这 种 改变 的 结果 并 不 影响 结 点 的 
偶 次 性 ,图 仍然 保持 钦 拉 图 的 性 质 ,如 果 
(a) 重 复 边 的 长 度 和 超过 回路 总 长 的 一 
半 , 则 (Cb) 重复 边 的 长 度 和 必 小 于 回路 
总 长 的 一 半 , 所 以 (b) 是 最 优 的 . 

充分 性 ;只 要 证 明 满足 定理 的 两 个 条 件 的 所 有 回路 的 长 度 均 相等 , 即 重复 边 的 长 度 和 
相等 即 可 . 5 

设 G 和 G@ 是 满足 上 述 两 个 条 件 的 回路 ,C 是 G, 5 G, 中 复 重 边 的 环 和 ,由 边 集 C 组 
成 的 网 络 的 每 个 分 支 都 是 欧 拉 回 路 ,因为 对 G 的 任 一 结 点 mw,G 和 G, 中 与 关联 的 重复 
边 的 数目 的 奇偶 性 相同 ,取决 于 v 原来 次 数 的 奇偶 性 ,如 о 原 为 次 次 结 点 , 则 重复 边 的 数 
昌 也 为 奇数 ,否则 为 偶数 : 因此 C 是 回路 的 边 不 相 重复 的 并 集 ,得 填 每 一 个 回路 上 ,G, 和 
G, 的 重复 边 长 大都 不 超过 回路 长 的 一 半 , 故 只 能 相等 且 等 于 回路 长 的 一 半 , 玉 而 C 在 @， 
和 G, 中 重复 边 的 长 度 相 等 ,于 是 C, 和 G, 中 重复 边 的 长 度 相 等 , 即 G 与 G, 的 长 度 相等 . 
定理 的 证 明 给 我 们 提供 了 一 般 情 况 下 ,寻求 最 优 投递 路 线 的 方法 , 称 为 奇偶 点 作业 


图 2-42 


Ë. 
奇偶 点 作业 法 
L 任 给 一 个 初始 方案 ,使 网 络 各 结 点 的 次 数 均 , 
为 偶数 ,网 络 成 为 边 权 欧 拉 图 . | | | 
2. 检查 每 一 回路 重复 边 的 长 度 和 是 否 不 超过 
回路 长 度 的 一 半 , 如 是 , 则 现行 方案 即 为 最 优 解 , 否 а 
则 进行 下 一 步 f 
з. 调整 重复 边 ,即将 回路 中 得 复 的 边 改 为 不 重 
复 ,不 重复 的 边 改 为 重复 ,返回 第 2 步 = 
例 2 用 奇偶 点 作业 法 ,对 图 2-43 所 示 的 网 
络 , 求 最 优 投递 路 线 、 — Ес 
在 G ЕШ Яй ab), ld), Те 
. 64 。 
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检查 回路 abca ,重复 边 长 庶 超 过 回路 总 长 一 半 , 调整 重复 边 , 欧 拉 图 G, 变 成 欧 拉 图 
G WARR. 检查 回路 bcd5, 重 复 边 长 度 超 过 各 路 长 度 一 半 , 调 整 重复 边 ,得 到 图 С, 
MAOR. N Gs 不 存在 重复 边 长 度 和 超过 回路 长 度 一 半 的 回路 ,因此 G, 是 最 优 解 . 

“奇偶 点 图 上 和 作业 法 ?对 回路 较 少 的 是 可 行 的 , 当 回路 很 多 时 ,要 检查 所 有 的 回路 是 难 
LEIH „Edmonds 在 1965 年 提出 了 一 各 有 效 的 方法 ,使 中 国 邮 路 问题 得 到 了 较 好 的 解 


Edmonds #£& 83 48 

(1) 根 据 给 定 图 G Wie ИП G° С" 中 的 顶 ， 点 就 是 G Феман, G E 
任意 两 顶点 都 相连 ,此 时 G* 是 一 个 完全 图 ,G' FAs С PAA v M v; 间 
的 距离 ( 即 v; 到 o, 的 最 短路 长 )， 

DEG 中 找 一 个 最 小 权 完 全 匹配 МОМ 是 GG” 中 具有 如 下 性 质 的 一 个 边 集 :C P 
每 个 点 怡 与 M 中 一 条 边关 联 , 且 M 的 权 为 最 小 ). 

(3) 在 G 中 将 互相 匹配 的 奇 点 用 最 短路 径 相连 ,由 此 得 到 G 的 最 小 新 增 边 集 . 

例 3 J Edmonds 算法 求 出 图 2-45(a) 中 的 邮递 员 问题 . 

根据 奇 点 mvwayoavzs 构造 一 完全 图 G' ,如 图 2?-45(b) 所 示 , 求 6" 的 最 小 权 完 美 匹配 
M, 得 M= (оъ), озо) ) ЯУ 24-5=7,4E G РШ А (и, (оз, шщ эл, 98 28 


最 短路 ,使 G 变 为 Euler A, REA 2-43 其 权 值 26 十 ?二 33 与 “奇偶 点 图 上 作业 法 "的 结果 _. 


一 样 ， 


Ua 


图 2-45 
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习题 二 


1. 用 破 器 法 和 各 轿 法 找 出 图 2-46 中 的 一 个 生成 树 ， 


图 2-46 


2. 用 破 恩 法 和 避 疼 法 求 图 '2-47 中 各 图 的 最 小 生成 树 ， 


(c) 
图 2-47 


3. 有 九 个 城市 了 129 ”909 ;公路 网 如 图 2-48 所 示 Ш 弧 旁 数字 是 该 段 公 路 的 长 度 s # 
КИА v 运 到 vw, 问 走 哪 条 路 最 短 ? | 
- 66 ° 
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图 2-48 


4. 用 Dijkstra 方法 求 图 2-49, 从 о, 到 各 点 的 最 短路 . 


“图 2.49 


6. 求 如 图 2-51 所 示 的 网 络 最 大 流 ， 


т. 求 如 图 2-52 所 示 网 络 的 最 小 费用 最 大 流 , 每 弧 旁 的 娄 字 是 (on с„). 
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44,2) 


图 2-52 


图 2-53 


9. 设 C 是 一 个 连通 图 ,不 含 奇 点 ,证 明 : 从 G 中 丢 去 任 一 条 边 后 ,得 到 的 图 仍 是 连通 
图 . 
10. 下 述 论断 正确 与 否 : 可 行 流 了 的 流量 为 零 , 即 v( 记 二 0, 当 且 仅 当 是 零 流 ， 
11、 假设 两 个 图 家 4 与 互 处 于 战争 状态 ,4 MERER B HAETTEN, B M 
领土 中 包含 一 个 桥 与 路 的 网 二 ,A 国 想 破坏 B 国 中 的 物流 通 ,试用 流 的 概念 去 解释 对 于 
A 国 来 说 , 炸 括 比 炸 路 更 有 益处 . 
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СЕС ТОО 


在 生产 和 科研 实践 所 碰 到 的 大 量 的 函数 ,相当 部 分 是 通过 实验 和 观测 得 到 的 虽然 它 
们 的 又 数 关系 是 客观 存在 的 ,但 是 却 不 知道 其 具体 的 解析 表达 式 , 而 只 能 得 到 离 敬 的 数据 
点 :zi 一 01， 因此 ,希望 能 对 这 组 数据 作 分 析 、 处 理 从 而 得 到 比较 简单 的 表达 
式 近似 地 给 出 整体 上 的 描述 . 又 由 于 测定 过 程 中 不 可 和 避免 会 产生 误差 ,加 之 处 理 数据 时 所 
采用 方法 的 近似 性 , 故 在 求解 时 又 必须 考虑 这 些 误 差 对 结果 的 影响 , 作 好 理论 分 析 ( 收 全 
性 、 稳 定性 .误差 分 析 等 ). 据 此 合理 建立 实际 系统 数学 模型 的 方法 称 为 数值 逼近 方法 、 

本 章 主 要 介绍 揪 信 法 建 模 及 曲线 拟 合法 建 模 , 


第 一 节 ” 拉 格 朗 日 插值 及 模型 


通过 实验 浏 得 函数 y= ОЙЛЕ вл, mn AEE ЖИН. ШЕЕ ШЕЙ 
数据 表 


REFR z SARH у 的 一 个 近似 的 函数 关系 式 ?一 wz) ,使 其 满足 : 
у = plr) (¿= 0.1, n) (3.1) 
其 中 Eos Lis’ УКК 称 为 插值 结 点 mse 
KXz) 称 为 插值 函数 . | 

条 件 式 (3. 0 称 为 插值 条 件 . Ганаа) ,maxt{z,)] 称 为 插 什 区间, 记 作 [a,6] 

插值 法 是 寻求 近似 函数 的 广 法 之 一 ШЖ к 不 是 结 点 ,可 计算 pCz) 在 xz 点 的 值 作为 
原来 函数 jz) 在 此 点 的 近似 值 | 

MLELE НЙ К Ж у= ф(х) ЛР ati Соу) G 
一 0,1,"… n) ,并 用 EWER Сх) СИ 3-1). 

在 用 插值 法 导 求 近似 函 歼 的 过 程 中 ,对 函数 的 类 型 可 有 不 同 的 选取 , 考虑 到 代数 多 项 
式 结构 简单 ,并 有 良好 的 分 析 性 质 ,便于 数值 计算 和 理论 分 析 , 所 以 常用 代数 多 项 式 作为 
插 什 函数 . 本 节 主 要 介绍 多 项 式 插值 , 样 条 捅 值 


一 \ 拉 格 朗 日 插值 


1. 问题 的 提出 
设 yf(z) 是 表 3-1 所 表示 的 函数 , 求 次 数 不 超 过 的 多 项 式 p. (z), Я" 
. 69 ° 
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条 件 ， 
Бб) = уб = Olsen) 《3.2) 
这 就 是 拉 格 朗 日 插值 河 题 . 其 中 Pp.(zx) 称 为 
(z) 的 插值 多 项 式 . | 
2. 擂 值 多 项 式 的 存在 性 和 了 唯一 性 
定理 1 满足 揪 值 条 件 (3. 2) 的 次 数 不 超 
过 = 的 多 项 式 存在 县 唯一. 
证 ; 设 所 求 的 插值 多 项 式 为 
р„(х) = а + az + a,22 + + + а," 
(3.3) 
则 直播 值 条 件 (3. 2) 得 关于 аа "а, 的 线性 方程 组 
ao + az 十 а, 十 …… 十 ant 一 у 
а + a 十 ах} + ** + ад = у, 


а + az, + аха + = + a,z1 = y, 


它 的 系数 行列 式 是 范 稚 蒙 行列 式 
: 1 xz 2 o x 
1 x 地 r 


= П =; d0 
рч 


1 r. g- = 
故 由 克 莱 姆 法 则 ,方程 组 (3. 4) 的 解 存在 且 唯 一 定理 1 的 结论 成 立 .证 毕 . 
3. 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
为 了 构造 满足 条 件 (3. 2) 的 插 信 多项式 ,首先 求 满足 条 件 ; 


Bm) dT 
і, у= - 
的 二 次 多 项 式 Ll G=0,1,-,n). 
HRG. DAHR, LOR 个 零点 лэш, ды,” ;XY，: 故 存在 常数 c, 使 
1.02) = с(х — ож) (z — д) б хал) (z — z.) 
此 外 由 Llr) =l 
“人 一 = Sra e (z, — z.) 


(z — Za) (> = Tx > Zizi) (Z kami ws) 


ii 20 = (х; 一 Ko) (z; = Zi) CL = ха)" (х; = х.) 
= j (тар (а= 0,1,"" n) 
1-9 (т; = x;) š 
Кы ы ы 
由 L,《x) 可 得 
+ 70 ° 
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(3.4) 


(3.5) 


(3.6) 


P.G) = yolla) + ya (z) +++ + у(х) = Ууух) 6.) 
` s= 


就 是 满足 插值 条 件 (3. 2 的 拉 格 归 日 插值 问题 的 解 , 称 起 (3. 7) 为 拉 格 朗 日 揪 什 多项式， 

特殊 地 ,由 两 个 数据 点 (xo,yo), (xz,y1) 构 造 的 拉 格 朗 日 揪 值 多 项 式 为 

х-— Xo 
E (3.8) 
АЛИ Ьу СОЗИ сео) Ca И. BC, 8) 式 又 叫 线性 插值 . 由 三 
个 数据 点 Cxosyo) Gayi)» my) 构造 的 插值 多 项 式 为 

(z — zi) (x= — z) (е-е), (z — 20) (z — д) 

ш (zo 一 Xx) (ro — x) +> (z, 一 х) zi 一 Ta) +з» (х, 一 £) (m, — ту) 


(3.9) 


P (z) = » 2 = 


b, (z) 


RPG. 99050. 

4. 播 值 余 项 

把 R(x)= 全 -f(z) 一 p.(z) 称 为 插值 余 项 , 关于 余 项 有 以 下 的 定理 . 

定理 2 R (2) Г а,Ь tAE a 十 1 阶 导 数 , 且 f (ze) = ya f (a) = y) ,fx ) = 
33 则 对 区 间 [a , 刀 上 的 任何 z, 都 存在 8(6 依赖 z) Є (a b) ,使 得 


下 2 -O А 
R,(z) = Р(х) p. (=) = tn 十 Li Cr) Е (3.10) 
其 中 t (z) = (z ду) ор) (z n) 


证 : 当 z= х, W ,3-10 TERRE. i 
гт, 时 ,由 于 А, СО ДЕ Red = fi ee =0 G=0,A1,"" n) 


故 设 R ôx) = Ех) (= — ro) (z — Xr) (3.11) 
为 确定 &z), 作 辅助 函数 | 
ог) = f) — p. (t) — kir) t — д) (t — т„) 
KOB n+1 阶 导数 , 且 在 [a,8j 上 gt 有 nt DEA zoo zao z. В 罗 尔 定理 依次 类 
推 知 : 久 +0 人 在 (za 为 内 至 少 有 一 点 二 ,使 
Еу = РОС): (я + 1218(z) = 0 


_ fe (8) 
于 是 кие тү 


把 上 式 代入 (3. 11) 即 可 得 出 公式 (3.10). Е 

利用 公式 (3. 10) 可 给 出 多 项 式 pO ME f(z) 的 误差 估计 ， Шиинин леш 
在 理论 上 有 很 重 可 的 价值 ,如 余 项 公式 只 有 在 f(z) 的 n+1 B 阶 导 数 存在 时 才能 应 用 ， ЖЮ 
f(z) 的 光滑 性 较 差 时 ,多 项 式 插值 的 效果 就 差 . 再 如 ,由 于 余 项 中 含有 因子 (一 zo)…(z 
一 心 )， HA z€ [min (25) ,max {1}] 时 , 播 值 效果 好 些 ,插值 过 程 叫 内 播 ,否则 称 为 外 推 
一 般 说 来 ， 内 揪 优 于 外 推 

例 1 в&ш\/100=10,\/121=11,\144=12, уйлан, 
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НЕЙ йи. 
Е. 
ФЕНИ. z.—121,zr,=144 为 插值 结 点 


— 144 十 12 - 工 二 121 


n= 144 ТАГ 121 


V 125 == A (125) = 11.173 91 


OMAR: | | 
Е (х — 121) (е — 144) (zx — 100) (х — 144) 
户 (z) = 10 m —12D (100 — 144) + ll 21 100)(121 — 144) 
į 12 一 100)(=z — 121) ` 


ҮЕ 100)(144 — 121) 
V 125 == р,(125) = 11.181 07 


ОЕ: SOVE / a) =h, Pa) = ————=, р, (125) T. 
д + 5 | x ух f 工 4z /x П А, 的 截断 误 
Ж. | i 
1Р0) _ 4.9 
| (125)| = шз — (125 — 121)(125 一 мо) Таа 9 < 3-121. 11 


= 0. 007 14 (121 < ë < 144) 


|R,(125)| = 9 (125 — 100) (125 一 121)(125 一 144| 


31 BEVE 
< 0.001 19 (100 < £ < 144) 


= ep — 100)(125 一 121)(125 一 мо 


二 .丙烷 导热 系数 的 估计 


两 烧 的 导热 系数 是 化 工 生产 中 值得 注意 的 量 ,而 且 常 常 需要 在 不 同 温度 及 压力 下 的 
Ша б ишу шар ы сал: 
3⁄⁄ 3-2 


9.798 1 X103 9.798 1 x 10° 
13. 324X 10° . . | 14. 277X 10? 


9.007 8X 10° . Е 9. 656 3X10 


18. 355 X10 . ， 12. 463X 10° 


. 72. 
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表 中 的 了 .PK 分别 表示 温度 .压力 .导热 和 东 数 ,并 假设 在 这 个 范围 内 导热 系数 近似 
地 随 压 力 线 改变 化 , 求 压力 是 10. 13X 10kN/m* 和 99 心 温度 下 的 导热 系数 ， 

解 :从 表面 上 看 ,这 是 一 个 二 元 函 天 (T,P) 的 搬 值 阿 题 , 即 要 求 同 时 对 压力 和 温度 进 
行内 播 , 但 考虑 到 该 问题 假设 中 导热 系数 与 压力 的 线性 关系 ,将 这 个 插值 问题 分 两 部 分 进 
行 . | 

首先 ,利用 表 3-2 中 和 点 的 数据 ;分 别 求 出 68'C ,87C ,106C ;140 人 时 压力 都 是 
10.13X10kN/m? 下 的 一 组 导热 系数 ， 

由 线性 插值 求 得 68'C 时 , 压 为 在 10. 13X10kN/m’ 下 的 导热 系数 为 ， 


_ 10.13 — 13.324 , 10.13 — 9.798 1 
ООВ Во Tg EY т C 09 f 18,324 — 9, 798 ] 


= 0.085 3W/mK | | 
类 似 地 求 出 在 87'C ,106'C ,i40 立 的 导热 系数 ,得 出 如 下 的 表 ， 
‚#33 


其 次 由 数 表 3-3 对 温度 进行 内 撒 , 由 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 得 温度 了 一 99C 的 导热 系数 


(9 一 87)(99 — 106)(99 — 140) 
K = 0.085 00 — 87) (68 — 106068 — 140) 


(99 — 69)(99 — 106) (99 — 149) 

+ 0.077 4 027 — 68) (87 = 106) (87 — 140) 
(99 — 68) (99 一 87) (99 — 140) 

{106 — 68) (106 — 87) (106 — 140) 


(99 — 68)(99 — 87)(99 — 106) 


+ 0. 069 9 


+ 0.061 8 сто — 68) 40 — 872 (140 — 106) 

= 0.072 5W/mK | . .. 
ГА 下 面 是 用 Mathematica РЕ) РИБ ЖЕНИШИН ЭСИНЕР, И, л НГ ЕНЕ 
| 所 有 插值 过 程 的 捅 值 函数 , 利用 这 些 播 值 函数 ,能 够 对 插值 区 加 内 的 不 同 压力 值 和 温度 下 


的 导热 系数 进行 估计 . 1. | 
In[1]: =a= (19 798. 1,0. 084 8), (13 324,0. 089 7}};b= (9 007. 8,0. 076 2}, (13 
355,0.080 7) 1; | : 
in[2]:=c= (19 791. 8.0. 069 6), {14 277,0. 075 3}};d={{9 656. 3,0. 061 1}, (12 
463,0.065 1)); | 
113]; =x=. ;p1[xJ=InterpolatingPolynomial[a ,x |] 
out[3 J=0. 071 183 4+0. 000 001 389 72x | 
In[4]:=p1[19 130] | 
out[ 4 ]= 0. 085 261 2 | 
1а[5]: =x=. ;p2[x ]=TnterpolatingPolynomia[b ,x] 
out[5 ] =0. 066 875 6+0. 00 000 103 515x 
In[61,=p2[10 130] | 
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out[ 6 ]=0. 077 361 6 | 

In[7]: =x=. ;p3[x]=InterpolatingPolynomial[c ,x 1 

out[7]=0. 057 156 1 十 0.000 001 270 85x 

In[8]:=p3[10 130] 

out[8 ]=0. 069 9 

In[9]; =x=. ;p4[x]= InterpolatingPolynomial[d ,x] 

out[9 ]=0. 047 338 1+0. 000 001 425 16x 

in[10]:=p4[101 30] 

out[10]=0. 061 775 1 

In[11]): =е= { (68,0. 085 3), 187,0. 077 4), (106,0. 069 9}, {140,0. 0618} }; 
№121]: = х=. ;I[x]=TnterpoLatingPoLynomiol[e ,x] 

out[12]=0. 095 958 1+0. 000 242 845x 一 0. 000 008 141 79x?+3. 331 731 0 Sx 
In[1i3]:=1[99] 

out[13]=0. 072 529 9 


第 二 节 ”牛顿 插值 公式 及 摸 型 


一 、 生 上 顿 插 值 公式 


利用 拉 祝 朗 日 插值 公式 时 ,如 果 需 要 增加 一 个 播 值 节点 并 求 出 新 的 播 值 函 数 时 ,所 有 
的 基 函 数 都 要 重新 计算 ,以 前 的 计算 结果 白 折 浪费, 牛顿 插值 公式 ,可 以 利用 以 前 计算 的 
结果 且 临 时 增加 新 的 结 点 , 它 要 用 到 差 商 的 概念 . | 

1. ŽARKE HEH Ес 

@ж Ж.Ж fN i 二 0,1,… n Ж f(z)ËJ n+1 对 数据 点 ,把 


Паза AAAS OE za ANNEN. 
fla nja el An жщ OE ronn 808 tamti. 


T — x, 


一 般 地 n—1 阶 差 次 的 差 商 - 


ЕХ ИА ‚х„] Жы ETE т.р {тшт :Tr—2 20.0] 
称 为 f(x) 在 torusa, Н п РЕ. 
@ 2 8 83 PE JK: 


L ич WB B ӘН Е, 81 
ЦЕЛ Жү", а) = Dafad), 


imi 


其 中 


а= 


(а, — Zo (zm, — хә) (Z, _ Z; |) (Z; — z,) 
性 质 1" 也 可 氢 述 为 , 差 商 与 结 点 的 排列 次 序 无 关 , 即 
. 74. 
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f[za 2 Ó z, ] = Дазор Даул) 


r fumana sma] шә tn 


х.— 5) ` 

ЗЕ: Л, о." s Zuza пр Лааны) ,理由 性 质 РЕ 
ТЕ 2°. f 

3° 若 f(z) 在 (a,8) 内 存在 nr 阶 导 数 , 结 点 z. C [a,b]Gi=0,1,--,n), MEDEE ` 
S belab] tE | | 


| (и) 
ЕЛЕГЕ Р л 


n! 
由 该 性 质 知 ,n 次 多 项 式 的 n NARAR W. 因此 ,如 果 一 个 函数 的 阶 差 商 接近 于 
常数 ,那么 用 次 多 项 式 去 近似 它 是 合适 的 ， | 
@3 853 
利用 性 质 2* 的 公式 , 求 fca) 0852208 ATERN. 
W 3-4 
х РС) 
У.а] 
I1- fi) > mua mu zz] 


SALz ze] MERT 123.213 ] 
ху-—/(хз) Ул 2.53] рс ЕРИ 
š Уа >з] : УТ: 2.13.14 
== f (za) _ Уа sz; а] 
Уа к] 
= ДО) 


2. 和 牛顿 插 信 多 项 式 


由 La R 得 


Жж) = fan + f[za z](z — z) (3.12) 
аа Ла] Ла 得 
28 /f[z. z] = Лха] + f[z zi, z](z — z) (3.13) 


如 此 继续 ,由 Лаа аа] fE n эш] лаз: элй щ 


工 一 好 
РАЕС i Eai , zJ k= ТАЕ нуз "° Еа) + ЦЕЛ 19 ' “ z 6 z](z — х„) (3.14) 
依次 把 式 (3.13)…(3, 14348 A (3. 12) 最 后 得 | 
f(z) = Ў) + f[za z  ](z — ж) + /{җ,,лу,л›](х — x) — 2) 十 … 
+ FLzozi sz (£ — Xo) Cr — zui) 


+ хоз, rr о) (в) | (3.15) 
= Р(х) = (2) +fl[ za х\]\х— х^) t“ + оз г дя ,Zn (z—x)"*° (х-л) I 
| (3.16) 
则 š fiz) == Р.(х) + Дх, Er a E ada , z, ] =: = Co) (I 一 £n) 


显然 P.(z) 满 足 插值 条 件 (3. 2 НАКИТ n 的 多 项 式 ,因此 仍 是 拉 格 朗 日 揪 
值 问题 的 解 ， 称 为 牛 屿 插值 多 项 式 . P(x) 的 系数 是 差 商 表 3-4 FARAR EHANA. 
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由 播 值 多 项 式 的 唯一 些 , 它 与 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 是 等 价 的 .因此 牛顿 播 值 多 项 式 的 余 项 
为 ( 余 项 式 对 导数 不 存在 的 情况 仍 适 用 ) | | 
R,(z) = Дх z. ](z — л) (x — r) (3.17) 
由 余 项 式 (3. 10) 和 (3. 17? 等 价 , 可 证 明 差 商 的 性 质 3°. | 
实际 应 用 中 ,需要 增加 一 个 结 点 时 , 式 (3.16) 常 被 写成 如 下 递 推 公式 
P(x) = Р„_,(х) + Urost о, Ke — ze) lt 6.1) 
把 结 点 按 由 太 到 小 的 顺序 排列 时 ， 
Ра) = f(z,) Лабе — z.) 十 入 


- 中 [rs 3 13 szol Cz == Ca) (х = х) (3. 18) 
1 给 出 .Arz) 的 函 教 表 ( 见 表 3-5). K 4 KAMEZ, ЗЕН ДУР (0. 596) 
的 近似 值 . | 
解 : 首 先 根据 给 定 的 函数 表 造 出 差 商 表 ， 
表 3-5 


0.41075 
0. 578 15 
0.696 75 
0. 888 11 


1-116 00 


` 1.186 00 0. 28000 


1.275 73 0. 358 93 0. 197 33 


1.026 52 


1. 384 10 0. 433 48 9. 213 00 0. 031 34 


1. 253 82 


1.515 34 0. 524 93 0.228 63 0.031 26 一 0.000 12. 


从 差 商 表 者 到 四 阶 差 商 近 似 为 常数 , 故 取 4 次 多 项 式 Р.С) ЕЗУ A(z) 的 近似 即 可 ， 
Р(х) = 0.410 75 + 1. 116(x—0.4) 二 0.28(z— 0. 4)(z — 0.55) 

+ 0.197 33(ж — 0.4) (х — 0.55)(х — 0.65) 

+ 0.031 34(ж — 0. 4) (х — 0.5)(х — 0. 65) (е — 0.8). 
于 是 

10. 596) == P, (0. 596) = 0. 631 95 
截断 误差 
|, (2) | == | Роз" zs Jw; (0. 596)1 < 3.63 X 107° 


二 ,等 距 结 点 的 牛顿 插值 公式 


设 人 zs 了 (=0,1,"… 4n) 的 结 点 n= otik AE A 叫 步 长 ,是 常数 ,f= 了 (zi)， 
1. DAMER 
ул р У i RA fcz) 在 点 ж 处 的 一 阶 向 前 益 
分 各 一 阶 向 后 差分 - 
А Вл A WS у А-Х ЗИ РСЕ А з 处 的 二 有 阶 向 前 
差分 和 二 阶 向 后 差分 . 
„76+ 
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Л" де AA У", Су" ЛЛУ" ЛАУ ГО) x, 


处 的 m 阶 向 前 差分 和 zm 阶 向 后 差分 ， 


3-6 Ж 


三 阶 佐 分 Щ 342] 


. у АЛУА © д Ай 
V | AAR / ea 
/ \ AM у АЈА ) Afo Vifi 
) ы, Cana y 29 = 

Afo YS \ 
| 出 4 ш ) ду. ақал) ASh 
міў, „372 ` 

Ален" л 


性 质 :1” A 人 "f=V"fin 


2° f[za zs Z. = i ЛЕ Р” "f 
利用 性 质 2" 将 牛顿 播 多 项 式 (3. 16) 中 的 差 商 用 差分 代 符 ,得 到 ， 


Р,(х) = P(r 二 th) = ALA + А 


2% 


Со Э Tess 


20 1) (t — n Б) (3.19) 


RG. OMERE R ARARA LETRE: 
同 理由 牛顿 插值 多 项 式 (3. 1948: 
S, 


Р.(х) = P,(z, + th) = f. + V fat + 2) F) FE 


„УЛ + DG ta— D (3.20) 


式 (3. жолдан». 其 系数 由 差分 表 中 倒数 第 一 行 的 差分 决定 . 
公式 的 用 法 : 当 我 们 对 z, 附近 的 z 进行 插值 时 ,用 前 桂 公 式 ;倘若 要 对 z, 附近 
те) 自然 用 后 插 公式 ， 


(3.19) 的 余 项 为 : 


RO = — 和 ено — 1)- .(t— п), 6 та (3.21) ` 
sk (9. 20) 03 R 8 
= А" tnt) те с. д 
R, (x) = туу! оа (+n – 1), Є [a,b] (3.22) 
三 、 氮 蒸汽 的 压力 和 密度 


在 化 学 工程 中 经 常会 明 到 高 漫 状态 下 蒸汽 的 压力 和 密度 的 问题 ,但 是 考虑 到 测量 设 
备 等 的 限制 ,我 们 希望 利用 低温 状态 下 的 压力 等 有 关 数 据 进 行 外 推 ,下 麦 给 出 了 氨 燕 汽 的 
一 组 温度 和 压力 数据 ,并 设 氮 的 潜 热 等 于 1 265kJ/kg. 
.77. 
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38 3-7 


e| сјаја [ај вю {ео јәјаә | 
и» [иез | ww [ив [тию [зв [тую [тте [тже [ея | аэ] 


试 从 已 知 数据 中 计算 出 nC CARRERE. 
解 :首先 从 表 3-7 的 数据 可 知 结 点 为 等 号, 所 以 可 制 成 下 面 的 差分 表 ， 


家 3-8 

. Т УР,АР VIP, AiP VsP,AsP VP,AP 

20-——805 
180 

25 — --985 5 
185 5 

30 1170 10 ` 5 
195 0 

35- ---1 365 10 Е 
205 5 

40—-…1 570 15 0 
210 5 

45—-1700 , 20 | 
240 10 

50---—2 030 30 | А 
270 10 

55 ——-2 300 40 
310 

60-——-2 610 


ЗИМЕ 5 之 间 摆 动 ,因此 P= Ap 可 用 三 次 多 项 式 近似 代替 ,也 就 是 说 
用 到 三 阶 差 分 为 止 ,由 于 三 75C ,在 60C 附 近 , 所 以 到 60C 为 基准 温度 ,于 是 Р=РО) = 
Pltn + mh) | 
AP t=?5C ,tn 一 60C,h=5'C ,m=3 
利用 家 (3-8) 中 最 后 一 行 着 分 ,及 式 (3. 20) 得 
p= Р,+ УР, т VP, tp 


= 2 610 + 310 X 3 +- 40 X З + 10 X EXA = 3880kN/m’ 


从 而 求 得 75 C ҖЖКЕ He 3128 3 880kN /m°* 


ЯТТ, MA Clausius—Clapeyron) 7 
dP _ __8Н 
dt TV, -VD 


зт БСК). УУ, 分别 表示 燕 汽 和 液体 的 体积 ,6 玉 EAER. 假设 液体 
体积 各 藻 汽 体积 相 比 可 以 忽 咯 , 则 由 方程 可 知 氨 的 密度 o 满足 


只 要 求 出 迪 的 值 , 即 可 由 上 式 求 得 75C 时 的 氨 的 密度 


由 于 用 三 次 多 项 式 


1) 2) 
PY = Р(60 + 5m) = P, + V P,m + °P, mim + 1)(m 十 


m(m + 1) š 
e | + VP, 31 


. 78 • 
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[И 己 的 合理 性 ;98 可 由 数值 微分 , 即 对 插 人 多项式 PORTAR. ПЕНЕВ, 
ЕСС + 1)(m + 2) (т + э]. 


由 于 四 阶 差分 在 9 бИ}. нча Р Со) Е 0 的 附近 摆动 ， 
而 dP _ dP(60 + 5m) dm 1 dP(60 + 50m) A 14Р 


P 
аР = yp, + Угат +1) + Мни + 6m + 2) 


dp dP) _14Р| _1 470 
= F|. + >| = Eao мо+ 40) 
从 而 в = ZETE , Legio + 140 + 479) = 29. 0ka/m' 


1265 5 

注 :我 们 之 所 以 能 对 BCAWENEEE ARAH R.E SX BE (s 与 测量 

的 温度 之 间 差 别 不 太 大 ,可 以 外 推 求 得 . 另外 此 问题 也 可 采用 和 牛顿 前 插 多 项 式 ,利用 向 前 
差分 , 取 基 准 温 度 为 4 二 45C ,读者 不 妨 试 荐 做 一 下 ， 


第 三 节 ”三 次 样 条 插值 及 模型 


一 \ 三 次 样 条 插值 


前 而 我 们 介绍 了 构造 插值 多 项 式 的 方法 ,从 直观 想象 ,多 项 式 次 数 越 高 ,这 近 的 精度 
会 越 好 . 而 实际 则 不 然 ,一 般 很 少 采用 七 八 次 以 上 的 播 值 多 项 式 . 因为 高 次 播 值 的 稳定 性 
得 不 到 保证 . 当 插 信 结 点 较 多 时 ,可 采用 分 段 低 次 多 项 式 插值 . 

这 种 方法 大 致 分 为 两 类 ， 

жади ЕНЕ. 即 把 插值 区 间 分 段 后 ,在 每 一 于 段 上 直接 构造 你 次 多 项 式 ， 

如 分 段 线性 插值 ,分 段 抛物 插值 等 . 

另 一 类 是 非 局 部 化 分 眉 播 值 ,如 样 条 播 值 . 因为 简单 分 段 插值 光滑 性 较 交 ,满足 不 了 
某 些 工程 技术 实际 问题 的 要 求 . 例如 ,在 船体 .飞机 等 外 形 曲 线 的 设计 中 ,不 仅 要 求 曲线 连 
续 而 且 还 要 求 曲线 的 曲率 连续 . 为 解决 这 一 类 型 问题 ,就 产生 了 三 次 样 条 插值 . 

1. 三 次 样 条 函数 的 定义 

给 定 4 十 1 ABR z Cr С Сл ЖУНЛЕ у Сс) Ё у= 0 n. 
如 条 [zo,z,] 上 的 分 段 函 数 s(z) 满 足 : 

(1). 在 每 个 子 区 间 [z;,zi41] 上 的 表达 式 s(z) 是 次 数 不 高 于 3 的 代数 多 项 式 ， 

(2). 在 每 个 内 结 点 zi(i=1,2,…,n 一 1) 上 具有 二 阶 连续 导数 ; 

C3). sr) = y; 1=0,1,""", n; : 
则 称 s(x) 是 三 次 样 条 插值 函数 ,简称 三 次 样 条 

几何 上 , 样 条 曲线 是 由 分 段 三 次 曲线 连接 而 成 ,在 连接 点 上 ,不 仅 函 数 自身 是 连续 的 ， 

` . 79 • 
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而 且 它 的 一 阶 和 二 阶 导 数 也 是 连续 的 . 

2. 三 次 样 条 插值 的 边 寞 条 件 

构造 三 次 样 条 函数 , 除 用 = 十 1 个 结 点 的 函数 值 以 外 ,还 需 补 充 两 个 条 件 ,通常 在 区 间 
Сот, | 的 端点 各 加 一 个 条 件 , 称 为 边界 条 件 . 

常见 的 边界 条 件 有 下 列 三 种 . 

第 一 类 边界 条 件 :s'(zx0) ,s' (z. MEE. 

第 二 类 边界 条 件 s C r) ,s"(zx,) 取 定 值 . 

特别 ,边界 条 件 sz 一 sz 一 0 称 为 自然 边界 条 件 、 

第 三 类 边界 条 件 :sCxo) 二 5 Cz) s Со) =s Crn) ,s(x0) 二 s(x,), 称 为 周期 边界 条 件 . 

з. 求 样 条 质 信 蔓 数 的 三 转角 法 . 

用 结 点 上 的 一 阶 导数 值 8 (z)=m(i=0,1," ,P71) 作 参数 起 示 sx), 通过 确定 m, 来 
RE s(x) 的 方法 称 为 二 转角 法 . 

@ 首 先 求 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 

设 已 向 函数 fz) 在 хохо и АНУ ВИЕ НИН. 

| 7(хә= y В аи 

\f Cr)=m, (РО) тын. | 

求 三 次 多 项 式 Р(х), ЕДА 

a 和 

P' (т) = Mis Y P! (х,у) = Migi 

REER P.(x) 称 为 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 ， 

解决 上 述 问 题 , 仍 采用 枯 函 数 的 思想 , 求 三 次 多 项 式 g(r) 和 e, (z) ,使 它们 分 别 满 


是 下 述 条 件 
alr =y ` Pir) =0, 
o Paala) =0, 
| RCTit1) =0, Фаз С у= уы Я 
Pilti) 0; Piti Сад) =m: I 
由 g(x) 是 三 次 多 项 式 及 在 za R PRE ЖР, z ЕМ ДЖ д. ШЕ ЖАТ 


(z+ 一 7, 记 hi™ ti 2. 0 Ф Сатр f 
gix) = y,L2(= — ж) + hilz 一 х) + m,(z 一 х) (z. — ж) 


(3.23) 
m | | | 
Hz) = yil ti — z) + h, ](% — х) — тС 一 х)(х— r/R 
(3.24) 
Ш Ёз = glx) + plr), i= 0,1,- n — 1: (3. 25) 
он ЛКНН #йз Дх (3. 25) 构 造 分 段 三 次 多 项 式 
500) = @(z) + ф(х), € [z za C = 0,1,:,n — 1) (3.26) 
这 样 建立 的 stz) 已 满足 sfx 一 0) 二 s(x 十 0) ,5 (z—0)=s'(z+0)G=1,2,.n—1), 
. 80 。 
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但 是 ,?(z) 碍 内 结 点 处 未 必 连 续 ,为 此 令 

six + 0) = slr; — 0), = 1,2,-+.п— 1) 
得 方程 组 为 . 
àm + 2т, + (1 — Ama = р G= 1,2, n — 1) (3.27) 


(3. 28) 


|s 3(» ы, Тт ). 


ER Аш 都 可 事先 计算 出 来 , 故 式 (3.27} 是 关于 十 1 个 未 知 量 mom oem, 的 
2 个 线性 方程 , 若 要 唯一 确定 mm;, 还 需要 利用 边界 条 件 补充 两 个 方程 ,然后 利用 追赶 法 
求解 方程 组 ,从 而 确定 mG 二 11,2,…,n 一 1), 把 zm; 代 人 式 (3.26) 即 可 求 得 三 次 样 条 播 人 
函数 . 

1 对 第 一 类 边 欠 条件, 由 于 mo 二 了 (ж) т, = Pu) E M, 方程 组 (3. 27) 实 为 只 含 
n— 1 个 未 知 量 mi mi, m,- nl 个 方程 ,显然 这 个 方程 组 可 唯一 确定 ,metasy…， 
za jy 从 而 得 到 s Cx)， 

2° 对 第 二 类 边界 条 件 , 由 于 Mi= (а) M= S" n) B TAR 

| + m, = ду, 
m,-, + 2m, = Ey 


. (3-29) 


А | Z у Уо ho A id hs 
其 中 32 — % k, 2 Maos £= 3 ha. + 2 M, 
3” 对 周期 边界 条 件 , 有 


|” = Mes 


| (3. 30) 
Р.т + Àm, + 2m, = fm 


Ар = — 
— н. = 1 А,» 
a = у м” д 
= („ЗЕ даса) 
*—1 


Hl ЕХ ло 


试 求 y 二 了 (x) 的 三 次 样 条 函数 s(x) ,并 求 AOM 了 C4.5) 的 近似 值 ， 
Ё: 由 Xo 1, xz,=2,Z2I=4,zr;= 5 得 :ho 二 1,h = 2 h,= 1. 
Р 1 2 9 . 
BARG WA А2, атра 
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此 时 方程 组 (3, 2?) 为 | 
о 十 дт = gx — Ато, 
àm, + 2m, = g, 一 Hamy, 


EÈ me a ,om 一 一 号 , 则 上 述 方程 组 为 
1 7 
2т + ym = 1, 
+m + 2m, = 一 5. 


解 此 方程 得 тт — 2. 


把 mom Maam RA (3. 26) 1 50) ЕГ, 11,27 F 8838355229 
` s(x) = (2z — 1)02 — х)? + 305 — 25) (2 — 1) 


F Ha 90 = ау Teo ET ya 


=- фа 0 + 111, z€ [1,2] 
ЕЕЕ ЭР6: а АРА ИСЕ ЖАДА Ж 


3 


«жу = $e ба 2-1, х Є [2,4] 


8 
s(z) = ба? — Sat + 108, — 33, x € [4.5] 
故 所 求 的 三 次 样 条 为 


ле сш: r€el[l,4), 


ое, ав, 103 
|з. gT + 1 z 33, x € 12,5]. 
据 此 得 ， 
f(3) 508) = 12, 
201 


Р. 5) а= 564.5) = с" 


二 动物 上 半身 此 线 的 描绘 
问题 :用 三 次 样 条 播 值 描绘 加 3-2 中 大 家 熟知 图 形 的 上 半 部 分 曲线 . 
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” 解 :首先 建立 坐标 系 如 图 3-3 所 示 , 然 后 测 出 曲线 型 值 点 数据 ( 表 3-10) ,其 中 插 信 结 
点 xi 选取 在 曲线 变化 比较 剧烈 的 地 方 . 因为 这 个 出 线 有 两 个 导数 不 连续 点 ( 头 与 爪子 , 头 
НР УАК) ,所 以 分 段 使 用 三 次 样 条 播 值 ， 


[= 


| 


方案 1 用 三 次 自然 祥 条 捅 和 计算 . | 
利用 边界 条 件 是 自然 边界 条 件 (3. 29), ТИНЕ ВОЛИ КАА m R 
3-11) 然 用 由 公式 (3, 26) 可 得 自然 样 条 的 表达 式 , 其 图 形 见 图 3-4. п 
3-11 


í 
9 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
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BAAB Е —— , 原 曲线 --…. 


3-4 


方案 用 第 一 类 边界 条 件 确定 的 样 条 插值. 

首先 测 得 每 段 曲 线 端点 的 斜率 , 见 表 3-12, 然 后 利用 第 一 类 边界 条 件 可 计算 出 每 段 
曲线 其 它 型 值 点 处 参数 的 m, 的 值 ( 表 3-12) ,然后 ,利用 公式 (3, 26) 可 得 I 型 样 条 函数 ,其 
图 形 见 图 3-5. 


~. 


р —— , 原 曲 线 ---- 


Җ 3-5 


1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


三 .用 自然 三 次 样 条 预测 人 口 的 数值 实验 


下 表 是 我 国 1949 至 1984 年 间 的 每 隔 5 年 的 人 口 数 ,采用 自然 样 条 插值 计算 出 1949 
Ж 1984 年 间 每 二 年 的 人 口 数 ,并 由 此 预测 我 国 1990 年 的 人 口 数 . 


Еа 1954 1959 1964 1969 1974 1979 
5.4167 7.0499 | 8.0671 | 9.0859 | 9.7542 


1984 


10. 347 5 
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数值 实验 的 程序 
100 REM 三 次 样 条 插值 
110 CLS 
120 READN;N=N—1 
130 DIM X(N),Y (NY),HON), F(N) A(N),U(N),G(N),B(N),L(N),D(N),M 
(N) 
140 FOR j=0 TO N:READ X(J), YO) :NEXT J 
150 FOR J=0 TON—1 ` 
160 H(J)=XGQ+1)X0):F(J)=(Y(J+1)—Y(D)/HO) 
170 NEXT J : 
180 FOR J=1 TO N—1 
190 AG)=H0)/(H(J—1+HG)) 
200 UD=HO-—D/(HYQ-D+HOD) 
210 GO)=3x (АС) *F(J—1)+UG) жЕ) 
220 NEXT J 
230 00) =3* Р(0) СОМ) =3 * РОМ 1) 
240 FOR 1=0 ТО N:B(D=2,NEXT I 
250 U(0)=I 
260 1:00) = 17 00) /8(0):000) =G(0)/B(0) 
270 FOR K=1 ТО N—1 
280 L(K)=U(K)/(B(K)—A(K) * L(K—1)) 
290 D(K)=(G(K)—A(K) *D(K—1)/(B(K)— ACK) * L(K—1)) 
300 NEXT K 
310 M(N)=(G(N)—A(N) ж D(N—1))/(B(N)—A(N) * L(N—1)) 
320 FOR К=М—1 TO 0 STEP—I 
330 M(K)=D(K)—L(K) * M(K+1) 
340 NEXT K 
350 PRINT“ 请 输入 播 值 数据 :,”:PRINT 
360 INTPUT “Х=”;Х 
370 FOR J=0 TON-1 
380 IF Х<Х(0) THEN 420 
390 IF X>X(N) THEN J=N—1:GOTO 420 
400 IF X>=X(]) AND X<=X(J+1) THEN 420 
410 NEXT] 
420 51=(Х—Х0-+1))^ 2% (НО) +2 * X-X / H 3) + ҮС) 
430 S2=(X—X(JD) 2% (H(DD+2 x (X(J+1) —X))/(H(J) ° 3) x YU+1) 
40 53=(Х—Х@+1))7 2+ (ХХН) 2) MO 
450 S4=(X—X() 2* (<—X(I+1))/(HG) 7 2) + MOU+1) 
460 SX=S1+S2+S3+S4 | 
. 85 ° 
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470: YO=CSRLIN;LOCATE Y0—1,20:PRINT“y=”;SX:GOTO 360 
ә > o 480 END | | | 
490 DATA 8 
500 DATA 1 949,5.416 7,1954,6. 026 6,1 959,6. 720 9,1 964,7.049 9,1 969,8. 
067 1,8. 067 1.1 974,9. 085 9,1 979,9. 754 2,1984,10. 347 5 


请 输入 插值 数据 : 
x=1 951 y=5. 639937 
х= к 953. y=5. 886 858 ` 
х=1 956 y 一 6. 335 171 
x=1 958 > у= 6. 616 942 
x=1 961 y=6, 840 153 
х=1 9637) у=6. 951 258 
х=1 966 у= 7. 384 36 
х==1 968 у= 7.832 064 
х=1 971 y=8. 511 841 
x=1 973 у= 8. 908 771 
x=1 976 у==9. 393 909 
x=1 978 у= 9. 646 25 
x=1 981 у==9. 951 34 
х= 1 983 у= 10.188 27 
х= 1 990 y= 12.524 98 
ЖИ А ЛН 
一 、 双 线性 插值 


双 线 性 插值 是 二 维 插值 法 中 最 简单 的 一 种 ,是 分 段 线性 插 信 的 推广 ,这 一 部 分 不 介绍 
二 次 或 二 次 以 上 的 二 维 插值 ,但 可 以 通过 了 解 双 线性 插值 后 ,也 很 自然 把 前 面 学 过 的 一 维 
的 插 信 法 ,如 三 次 样 条 插值 推广 到 二 维 的 双 三 次 样 条 . 

给 定 矩 形 网 络 A= AzX Ay 

Ara Sn z< Сан, 

Ayic=y Cy < < y = d, 


и БН ， | 
| f(za yj) = fa (0<1<М,0<ј< М) 
SARRERA: u 
S,(z,y) = У) Хасэ) (3. 31) 

ы 

其 中 wei 
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双 线 性 插值 的 要 函数 形式 为 ( 见 图 3-6) 
x Eiz X) Ур 
—,. —— I; 
Xi Tri Y; Ун ' 区 域 
TT Y- Ym 
Zi — Xir Ур— Ур ' 区 域 Ti 
сту) =5 TT у— Yi 
T; =, к м 
£ T Еа Ў Yi 
Li 一 Z X; Уул А! А 
0 | Же. 
(3. 32) 
即 wjiCz,2) 为 两 个 方向 线性 基 函 数 的 乘积 ， 
Ф, = LDL). 


= ipsa ЕНШЕ ИЕН и | 


ЛАП ВОЯКА н ЕЖЕ ЕЙ ЖП, {ЕЛЕ Я ВЕ pt 20 个 锥 面 上 
的 云层 的 反射 因子 (利用 反射 因子 可 以 提取 气象 因素 ). 但 是 为 了 进行 合理 的 分 析 和 显示 ， 
又 必须 知道 最 好 是 某 个 空间 范围 内 的 较 密 网 烙 上 的 数据 ,这 就 给 我 们 提出 了 这 样 的 一 个 
问题 ,能 否 利 用 空间 中 有 女 个 锥 面 上 的 数据 生成 所 需 的 数据 网 呢 ? 

回答 是 肯定 的 . 首先 我 们 建立 以 雷达 站 为 中 心 的 球 坐 标 系 , 取 > 轴 的 正身 为 铅 直 向 上 
的 方向 . 这 里 我 们 之 所 以 选 球 坐标 系 而 没有 选用 直角 坐标 系 ,是 因为 固定 时 表示 一 个 锥 
而 ,能 体现 出 该 模型 的 优越 性 ,分别 用 8. 和民 表 示 你 角 \ 方 位 角 和 极 径 (空间 点 到 雷达 站 
的 距离 ). 用 z, 玫 达 雷达 探测 到 的 反射 因子 , 因为 雷达 并 不 是 连续 采样 的 ,所 以 我 们 所 得 
到 的 反射 因子 是 由 球 坐 标 给 出 的 空间 网 格 点 上 的 值 . 设 圳 达 采 样 的 网 格 点 为 {CR 9): 
i= Liz omi j=l, 2, n;k=1,2, DREA z ЕВЕ EBRE z Rib 
从) ,为 简便 起 见 , 记 为 zx.(i,j,&). : ; 

下 面 我 们 希望 利用 z.(i,j,) 的 
值 计算 空间 任 一 点 CR,8,9) 的 反射 因 
子 z.AR,9,9), 很 显然 ,该 问题 属于 二 
维 插值 法 ,我 们 可 以 把 该 问题 分 解 为 
一 个 二 维 插值 ( 双 线 性 插值 ) 和 一 个 一 
维 插入 (分 段 线 性 插值 ) 两 步 又 来 实 
现 . 


第 一 步 ; 设 插值 点 (R,9,9) 当 8 二 
定时 在 (R,9) 平 面 上 落 在 由 R=R;,R 
=, 0=0,,0= бИ О £ Ж І 
ACRE 3-7). ITA R] 2: F 3R46 R 图 3.7 
和 方位 角 晶 的 双 线 性 插值 来 计算 z 
(RR,9,9) ,因为 这 时 РАШН, ВТ WIPO 2,0,0) RARA ATE z. G, 
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让 ;ZG }-К1),а,@-+1,),,(@--1,]-_1)Ж zC(R,0). 计算 公式 如 下 ， 


一 R; 0—0, В 一 К, 0 — 0, 
RD) , . 
К; б жй 0, z (2 + 1 j + 1) + R, кее К, 0, 一 + 1.) 
К = К.у 8—98 Ri i+) д — 9, " 
T RS чы = э п D TRE g aG, + D 


第 二 步 : 为 了 得 到 插值 点 (只 ,6， 
的 反射 因子 值 ,最 后 还 需要 用 前 面 
得 到 的 点 CR,8,8) 和 (R,9,9+1) 进 行 
线性 插值 ,这 里 假设 8g 落 在 区 间 (%， 
Ф), ае 


20,6) =22- 


* z,(R, 0, Api) 


КЕ CR,0,9) 


ТРАЕ эз 所 示 . 至 此 ,所 

讨论 的 空间 范围 内 任 一 点 CR,0,9) 的 图 3-8 
反射 因子 均 可 以 利用 上 述 两 公式 求 

出 ,从 而 能 够 显示 和 分 析 . 


第 五 节 ”曲线 拟 合法 及 其 模型 


设 通过 实验 等 方法 测 得 反映 某 个 一 元 函数 y= 了 (zx) 的 数据 (zi,y) @<=0,1,+=›т), 
现 要 求 利用 这 些 数据 构造 出 了 (x) 的 近似 表达 式 pCx). 但 由 于 实验 观测 到 的 数据 不 可 各 
免 的 带 有 误差 ,因此 并 不 要 求 曲线 y=p(z) (图 3-9) 经 过 每 一 个 数据 点 (zi yi) (i 二 0,1， 
от) ,而 且 是 要 求 它 尽 可 能 地 从 测定 点 的 附近 通过 ,而 只 要 求 其 偏差 rno р(х) — y G= 
0,1,…,m) 的 某 种 度量 取 最 小 ,这 就 是 曲线 拟 合 同 题 . 这 样 的 函数 р Сс) КЫЙА ШК. 
节 主 要 介绍 曲线 拟 合 中 最 常用 的 最 小 二 乘 
法 的 原理 ,在 用 最 小 二 乘法 求 拟 合 函数 的 过 程 中 ， 
先 根据 讨论 问题 的 特点 及 经 验 ,确定 р(х) Ж 
型 ,然后 确定 p(x) 中 待定 的 参数 . 


一 ,最 小 二 乘 原理 和 多 项 式 拟 合 
对 给 定 的 数据 (zy (i 二 0,1,… т), 6 р 
(ж) ,使 偏差 += р(х) y 的 平方 和 最 小 , 即 按 使 
Ytp GO — ур 


取 最 小 的 原则 确定 р\х) , 称 这 种 方法 为 最 小 二 滋 
法 . 


若 选 择 p(x) 是 次 数 为 x(n 所 m) 的 多 项 式 ,这 样 的 曲线 拟 合 问题 叫 作 多 项 式 拟 合 . 
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š А ` л 
设 p (z) == р, (х) = a, + az + +: + а, = >a, 
+=0 


使 其 满足 : 
Flassan за) = Уу». (z) — y Уан? – yi 
最 小 ,由 于 F ИЖЕ аа, a, 的 多 元 函数 ， жаш i 


由 多 元 函数 极 值 的 几 要 条 件 知 ,as Ө = 0,1,，… ,7n) 满 足 
| ӘК ӘБ ~ а 
Ma 


于 是 得 到 关于 as aÉ, a, 的 线性 方程 组 为 
m 十 1 Уа s... Уа | u Ў» 


~ т ш а m . 
А 2 _... n+l у; 
У; ЭЕ Уа = уз (3. 32) 
Ууд Dagr isa х Р Уху 
i=0 i=% 1=0 " i=D 
称 为 法 方程 组 或 正则 方程 组 


法 方程 组 的 系数 乱 阵 为 对 称 阵 ,车 它 非 奇异 可 唯一 确定 p.(z). 
例 1 济 得 铀 导线 在 温度 时 的 电阻 如 表 3.13, 求 电阻 > 与 温度 :的 近似 函数 关系 
式 ,并 来 * 一 0 时 的 温度 . 


аа Га 


ЕТА ААК ЕТА д СИ 3- 
10), 可 以 看 出 МОЛЛО Na 


<l 


以 取 一 次 式 85 
r= a + bt 
HME EK AH | ш 
6 5 
У\а = 246.3 2; = 9 325.83 75 
1—0 2—0 


上 


5 в 
> 一 565.3 Ула, = 20 029. 445 Jo 20 30 40 50 
= ari 


v 0 
所 以 法 方程 组 为 | 
( 7 245.3 )()- (9° ) 图 3-10 
245.3 9 325, 83/ ‘№ 20 029. 445 


. 89 · 


=> 


PDF 文件 使 用 'pdfFactory' 试用 版 本 创建 ишш. fineprint, com. с 


解 之 得 
a = 70.572, b= 0.291 
所 以 得 + 与 + 的 拟 合 直线 为 ; 
r = 70. 572 + 0.291: 

并 预测 得 r=0 时 ,:= — 242. 5, ВЕЗНА BE p — 242. 5 CBF, АЛЫН. 

注意 :用 最 小 二 滋 法 求 拟 合 曲线 时 ,首先 要 确定 P(z) 的 形式 ,这 不 单 是 数学 问题 ,还 
与 所 研究 同业 的 运动 规律 及 所 得 观测 数据 (z;,y:) 有 关 , 通 常 是 先 用 给 定数 据 稚 图 ,确定 Р 
(x) 的 类 型 ,这 种 确定 并 不 是 一 次 就 能 完成 ， 往往 要 经 过 确定 几 个 类 型 后 ,通过 实际 计算 


比较 均 方 误 郑 
| Dry pa | 


ATRAEM ME BR, B sie A ЖОР КРЕ ЖООШ I ВИР. 
例 2 某 日 每 隔 一 小 时 ,测量 一 次 气温 的 数据 如 下 表 
表 3-14 


зп 
ЗЕЕ ЕЗИ ЕЕЗ ЕЗЕЗЕЗЕ 
өк [= аи н е аа Га аи 
mm 


试用 最 小 二 习 法 描述 这 天 温度 变化 规律 的 近似 函数 . | 
解 :从 气温 表 3-14 看 出 ,在 0~5 时 之 间 有 最 低 气温 ,在 13~15 时 之 内 有 最 高 气温 ， 
所 以 用 三 次 多 项 式 来 拟 合 是 合理 的 .下面 到 二 ==4 一 12,yi 王 c(i) 一 14, 令 | 
/ (ж) = а, + ах + аз? + ах? 
并 利用 Mathematica 软件 包 计算 结果 ， 
ln[1];=e={{—12,1},{—11,0},{—10,0},{—9,0),{—8,0},{—7,1},{—6,2}, 
{—5,4},{—4,6),{—3,8}),{—2,9},{—1,11},40,14},{1,17},{2,18), 
{3,17},{4,15},{5,13},46,11},{1,10},48,8}, {9,6}, {10,4}, (11,3). 
{12,2}; 
112): =х=. И х1= Ее, {1,х,х^ 2,x° 3),х] 
out[2]=12. 067 6+1. 091 5х 0. 093 609 8х? — 0. 007 963 69х' 
ln[L3] :一 g 一 ListPlorte]; 
ln[41:=h=Plot[f[x], (х, —12,12)]; 
In[5]:=Show[g,h] 
out[5 ]= —Graphics — 
In[61:=Tableff[x], {x, —12,12,1}] 
out[6]= {—0. 748 954, — 0. 666 014, —0. 244 689,0. 467 237,1. 421 98,2. 571 77, 
3. 868 81,5. 265 3.6. 713 52,8. 165 63,9. 573 87.10. 890 5,12. 067 6, 
13.057 5,13. 812 5,14. 284 6,14. 426 2,14. 189 4,13. 526 5,12. 389 7, 


БГТУ 
AR: 
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10.731 2,8. 503 19,5. 657 94,2. 147 66, —2. 075 45) 

从 而 得 拟 合 函数 c(ey=14-- f GC 12) | 

c(t) = 26. 067 6 + 1.091 5G — 12) — 0. 093 609 8(¿ — 12)? — 0. 007 936 9(t — 12)° 
图 3-11 是 数据 点 与 拟 合 曲线 

П ПА. ЕЭ У ЗН out[ 6169 

数据 得 


24 | 
| >» — Ср = 10. 299 42 


从 图 3-11 中 看 到 用 三 次 多 项 式 拟 
合 原 数据 效果 并 不 理想 ,而 且 艾 方 
BERRAK, ЯКИ ГИ ИЕЛИ 
效果 ,采用 增加 拟 合 多 项 式 次 数 的 
方法 ,当然 拟 合 函数 与 登 加 图 也 都 
是 由 Mathematiea 软件 包 上 机 得 
zj. 图 3-11 =) 
利用 五 次 多 项 式 拟 合 原 数据 得 , 拟 合 函 数 为 | 
c(t) == 15. 053 8 — 0. 830 4132 + 0.015 665 622 + 0. 045 004 lx 
— 0. 003 675 13z + 0. 000 076 592° 
从 图 3-12 中 可 以 看 到 拟 合 的 效果 要 好 于 三 次 多 项 式 拟 合 . 


93-12 (五 次 拟 合 ) 


利用 七 次 多 项 式 拟 合 原 数 据 , 拟 合 攻 数 为 
СО) = 15.030 4 — 1.747 52x + 0. 905 48lz2 — 0. 225 824т*% + 0.033 107 бх! · 
— 0.002 401 8825 + 0. 000 081 084 72% 一 0. 000 001 027 21=' 
从 图 3-13 中 可 看 到 用 七 次 多 项 式 拟 合 的 效果 是 很 理想 的 ， 
应 该 说 明 的 是 这 种 高 次 多 项 式 氢 合 不 上 机 操作 是 非常 难 实现 的 , 难 就 难 在 法 方程 组 
大 多 是 病态 的 ,难以 答 制 解 的 误差 . | 1 
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: i 图 3-13 《七 次 拟 合 ) 
例 3 汽车 制造 广 生产 的 某 种 轿车 的 外 形 数据 如 下 表 3-15 ВТ. 
表 3-15 


npp p e e p e e ee 


ея] re re I 


试 找 出 最 佳 的 拆 合 曲线 拟 合 以 上 数据 
解 :利用 数学 软件 包 计 算 进 行 最 佳 拟 合 曲线 的 选择 ,由 给 定 的 数据 的 特点 ,用 多 项 式 
” 拟 合 且 是 二 次 以 上 的 多 项 式 来 进行 数值 实验 . f 

аС1]; =a= {{1. 16,0. 91}, {1. 2,0.95}, (1. 4,1.09}), {1. 6,1. 16}, {1. 8,1. 19), 
{2.0,1.20}, {2. 2,1. 19), {2. 4,1. 17), (2. 6,1. 14}, {2. 8,1. 08), ` 
{3. 0,0. 99), (3.1.0. 93), (3. 2,0. 84j 

In[2]; =b=ListPlot[a]; . 

In[3].=c=Fit[a,í1,x,x 2},x] 

out[3]=0. 089 744-1. 023 34х — 0. 234 787x° 

[4]: =4=Р1о‹ с, {х,1. 1,3. 2) ], 

In[5]J:=Show[b,d] 

our[5] 一 一 Graphics 一 

In[6].=e=Fit[a,(11,x,x 2,х° 3),х] 

out[6]= —1. 261 5343. 117 82x 一 1. 249 7x* + 0. 154 586х' 

In[7]: =g=Plot[e,{x,1. 1,3. 2}]; 

in[8]: =Show[b;g] | 

out[8 ]= —Graphics — 

ln[9]:=h=Fit[a, {1,x,x” 2,х^ 3,x ° 4},x] 

out[9] 一 0.085 043 1+0. 307 132x 十 0, 846 517x?—0. 509 797x°+0. 075 903 5х! 

In[10];=k=Plot[h, {x,1.1,3. 2}.; 
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In[11]:=Show[b,k] 

out[11]= —Graphics — 

In[12]:=w=Fit[a,Table[x 1,{1.0,5},х]] 

out[12]= —13. 786 7+ 36. 197 3 一 35. 017 2x? 十 16. 825 6х+*—3. 987 35х* + 0. 370 
44x° 

In[13]: =v=Plot[w,(x,1.1,3.2)J; 

In[14]: =Show[b,v] 

out[14 ]= —Graphics — 


图 3-14 КЕ 


从 上 可 知 五 次 拟 仓 为 最 佳 的 拟 合 曲线 ， 


3-16 {四 次 拟 合 ) 图 3-17 ERMA) 


二 、 线 性 最 小 二 乘 拟 合 


Balal) ; 久 (ZT) 为 nn 十 1 个 线性 元 关 的 函数 ,对 给 定 的 数据 《zi,3y,) 050,1, 
wm) R Р(х)=а„ф(х)-+ЕауФ,\х)+ u Бад, (х) (n<m), 


使 (а, .а,) = > [2(5) = y? 
ing 


最 小 ,这 就 是 线性 最 小 -- 乘 拟 合 问题 . 
显然 多 项 式 拟 合 是 线性 最 小 二 篆 拟 合 的 特例 ,因此 同 多 项 式 氢 合 类 似 , 由 多 元 函数 极 
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信 的 必要 条 件 ,as,…,a, WE: 
#_ #_„ 2 _ 
= 0, а. 


于 是 得 关于 ao，*… a, 的 线性 方程 组 
С'Са = GTY (3. 33) 
HP a= (asan a), Y= (ууу) 
%(хь) RTo) … @ (2) 
Фб) @С(х,) '* @ (2) 
фСОх„) ф(х) ++ PT) 


RG ЗОИ АЖЕН ПК ЕЗТН, HT ФА, 线性 无 关 , 故 行列 式 1G C 


| 夭 0 ,方程 (3. 33) 存 在 唯一 的 解 . 


显然 多 项 式 拟 合 是 线性 拟 合 的 一 个 特例 Bl p(x)=1,9 С) g (z)= z". 
一 个 男孩 在 11 岁 长 到 21 岁 过 程 中 身高 的 变化 如 表 3-16, 试 乒 一 个 最 佳 的 拟 


G = 


例 3 
合 曲 线 来 表示 这 个 男孩 的 成 长 过 程 . 
表 3-16 
GRR OA 11 岁 起 ) 0 0.8 1.4 2.0 24 ` 3.2 4.0 4.8 5.4 
ЖКТ л (ст) 0 0.74 2.25 5.25 825 15.00 21.38 26.25 28. 88 
t 6.0 7.0 8.0 10.0 
30.60 32.25 33 35 


hi 
解 :所 给 数据 标 在 坐标 纸 上 . AE 3-18 中 看 到 到 正弦 级 数 为 拟 合 曲 线 较为 合适 , 把 
区 间 (0,10) 向 有 延 促 一 们 ,使 得 拟 合 曲线 在 (0, 20) 上 关于 r=10 直线 对 称 , 然 后 对 拟 合 


图 3-18 
曲线 作 周 期 为 40 的 奇 延 拓 . 取 正弦 级 数 的 前 三 项 作为 拟 合 函数 有 
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Ра) = bisin 25 + bssin SE 二 зіп SE 


记 @CG)=sin А) вй SE 50 T (Р) == зїп Эт 
则 此 线性 拟 合 问题 的 法 方程 组 为 


12 12 12 12 
DRO Daaa Уфа) | УА, 
i=0 imo 7—0 1-0 
12 12 712 12 . 
уйдай) Уа) Darude || |= | Dg th 
i~0 #=0 1—0 -| #0 


12 12 12 12 
Ус)? Удаа) Уа) |l; Dath 
an i=0 izo ш i=0 


248.612 35.94, 64s 二 一 1, 2067, 以 一 一 3. 507 


拟 合 函数 为 : 

P (t) = 35. 94sin $ 一 — 1,206 7sin = — 3.50775п э. 

i 从 图 3-19 о ¿asun 的 数据 . 

М 

F 35 

т 

ү 30 

Е 25 

„ ¿u * 

á 

15 š 

是 10 

š j 5 10 15 2 £ 
3 Ë 3-19 

{ 
1 三 、 非 线性 拟 合 
е 当 拟 合 函数 Р(х) = Р(тзаз ча ~ a.) ETER as a, a, 是 非 线性 时 , 称 为 非 线 


性 拟 合 . 

对 非 线性 拟 合 问题 的 解决 方法 ,最 常用 的 方法 是 化 为 线性 最 小 二 乘 问题 . 其 它 方法 限 
于 简 幅 ,不 在 此 介绍 ， 

例 4 在 某 化 学 反应 里 ,根据 实验 所 得 生成 物 的 浓度 与 时 间 关 系 如 表 3-17, 求 浓度 y 
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上 与 时 间 t 的 拟 合 曲线 у= FG. 
# 3-17 


Е 
10. 20 10. 32 10. 42 10. 55 10. 58 А 


解 :将 数据 标 在 坐标 纸 上 ,我们 看 到 开始 时 浓度 增 加 较 快 ,后 来 逐渐 减弱 ,到 一 定时 间 
就 基本 稳定 在 一 个 数值 上 . 即 当 соон, у 趋 于 某 个 定数 , 故 有 一 水 平 渐 近 线 .t 一 0 时 , 反 
应 未 开始 ,生成 物 的 浓度 为 零 ,根据 这 些 特点 ,可 设想 у= Р) ж ШИН ПШ. 


《1) 取 双 曲 线 拟 合 函 数 ; 
1 b: 
y 4 РЕ. 
为 了 确定 ab, 
Е EE 
Уу == y P 


于 是 可 用 z ñ {ЕЕ SE y—a+br EMARE Cy) (т <=1,2,++.,16), (ж, O) G, 
2) 变换 计算 出 来 , 见 表 3-18. 


e m n ЕТ ЕТ 
ажоо | 0. 156 25 | 0.125 00 | 0. 113 64 | 0.108 46 | 0.105 36 | 0.103 09 | 0.101 42 


1⁄9 1⁄16 1⁄11 1/13 1/14 1/15 1/16 


利用 Mathematica 软件 包 线性 拟 合 表 3-18 的 数据 得 

ln[1]: =a = (1,250), {1/2,156. 25), {1/3,125}, (1/4,113. 64), (1/5,108. 46), 
{1/6,105.26}, {1/7, 103. 09), {1/8, 101. 42), {1/9, 100), 
{1/10,98.04}, (1/11,96.9), (1/12,95.97), {1/13, 95. 24), 1 
(1/14,94.79),(1/15,94.52).11/16,94.3434)); 


y, (X 103) 


y ( X103) 


In[2]:={=Fit[a, (1,x) ,x] ЕЕ: 
out[21=79. 818+ 163. 283x 种 
即 Б 
у = 79. 818 + 163.283х 
从 而 得 : 
y= F.G) = тата 165263 
(2)? 取 拟 合 函 数 为 指数 型 
96+ 
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У = ае! (0 < 0) 
上 式 两 边 取 自 然 对 数 
lny = Ina + b/t 
& 51у. а= Ina, BHD ЕЗ 
y= a-+ b 
问 七 识 过 程 类 似 , 由 (yw) 相 应 算出 4 然后 利用 线性 拟人 台 , 解 得 
а =— 4.480 72,b =— 1. 057 669 
从 而 得 а=е*—=1.13253Х107? 
EE EVO | 
y = Flt) = 1.132 43 X 10 2?e 1956 692. 


y peste 
° 
0.01 „* **°* 


j 3-29 
у 
0. 01 
0. 008 
; 0.006 
0. 004 
А у 0. 002 
Е 
0 2.5 5 7.5 10 126 15 1 
Е 3-21 


为 了 比较 两 个 数学 模型 的 好 环 , 分 别 作 数据 点 与 拟 合 曲线 的 爱 可 图 ,图 3-20 ЕХ АН 


线 拟 合 ,图 3-21 是 指数 型 拟 合 . 
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显然 F, ОЧА. 
可 以 s 的 均 方 误差 为 


15 
JÈ Уә — FNP — 1.25 х 105°, / УГ» — FED F = 0.34 x 1071, 
т 0 


四 ,交通 事故 调查 

发 生产 重 事故 之 后 ,警方 总 希望 能 对 化 事 车 辆 的 速度 有 个 估计 ,尽管 在 场 的 司机 能 够 
提供 这 - -数据 ,但 警方 还 是 希望 能 有 一 个 建立 在 自己 观测 之 上 的 有 说 服 力 的 证 据 , 在 合适 
的 条 件 下 ,路 面 上 会 留 下 利 车 的 痕迹 ,这 些 痕迹 的 外 观 可 以 告诉 我 们 车 轮 是 怎样 打滑 的 ， 
黑色 的 ,造成 一 线 的 痕迹 表明 判 车 时 车 轮 已 被 吊 住 不 能 转动 , 车 子 因 惯 性 向 前 沿 直线 冲 
出 , 形 如 人 字 呢 纹路 的 痕迹 则 表明 车 轮 仍 在 转动 ,但 车 身 滑 向 路 边 . 下 面 给 出 两 个 交通 事 
故 的 调查 问题 

问题 I 

- - 辆 汽车 驶 向 一 个 刚刚 变 成 红色 的 交通 信号 灯 , 只 听 层 的 一 声 , 汽 车 停 住 ,在 路 上 留 
下 了 一 条 滑 痕 . 一 名 逆 声 赶 来 的 警察 看 了 看 地 下 的 刹车 痕迹 ,指责 司机 刚才 超速 行驶 . 

请 提供 -个 使 警察 能 够 计算 该 车 制 动 前 行驶 速度 的 办 法 . 

1 问题 的 模型 | 

汽车 停 下 来 是 由 于 轮胎 与 路 面 之 间 的 摩擦 力 ,假设 在 整个 刹车 过 程 中 这 个 摩擦 力 是 
DER H 表示 摩擦 系 数 ,由 牛顿 第 二 定律 知 利 车 过 程 中 的 减速 度 可 以 表示 为 : 

а 二 pele 是 重力 加 速度 ) 


由 于 减速 度 是 常 基 ,从 而 
u? = у — 2as 
由 于 汽车 最 后 是 完全 修了 下 来 ， k о=0, Р 


v? = 245 


W up = ks 
Жир #=2а=2ди у, 为 初速 度 (以 英里 /小 时 为 单位 ),s 为 制 动 距离 (以 英尺 为 单位 )， 
要 确定 汽车 的 速度 ,就 必须 知道 a 或 /警方 的 有 关 部 门 针对 不 同 的 天 气 条 件 和 不 
的 路 面 情况 编制 了 摩 所 系数 的 表 , 免 表 3-19. 
不 过 更 可 取 的 方法 是 在 事故 现场 实地 测 出 a 或 x 的 值 . 测量 的 办 法 之 一 是 在 车 上 : 
一 台 指示 加 速度 的 仪表 ,这 拌 ,在 急 利 车 时 就 可 以 从 表 上 直接 读 出 加 速度 来, 不 过 这 
方法 并 不 常用 . 比较 通行 的 作法 是 使 一 个 汽车 在 已 知 的 速度 下 和 车 , 测 出 在 地 面 滑动 的 
离 , 并 出 此 计算 出 a 值 ,这 种 作法 有 一 个 优点 , 那 就 是 对 具有 任何 坡度 的 倾斜 路 都 能 应 用 ， 
警察 一 般 作 两 次 利 车 试验 ,然后 根据 较 长 的 那 条 利 车 妆 迹 来 计算 减速 度 , 一 般 来 说 ,确定 
竣 迹 的 地 点 比较 困难 ,对 事故 现场 要 求 十 分 仔细 ,所 以 这 种 以 警察 的 观测 得 出 的 最 后 结论 
会 有 SUR. 
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3-19 ”橡胶 轮胎 与 路 症 间 隆 力 系数 的 区 间 
| + # 
нажа 30 英里 /小 时 以 上 30 英里 /小 时 以 上 


区 
0.50 0.80 0.40 0.75 


0. 65 
0. 60 
-0.75 
油 ‚80. . 0, 65 ， 
路 k . 0. 60 
ш . . ; 0.55 
& 路 m| 0.75 0.95 0. 60 0.70 
路 路 m| 0.60 0.80 0. 55 0. 60 
дій 路 ü 0.75 1.00 0. 70 0. 85 
КОЖ. g oss 0.85 | oso 080 | 04 080 | 540 0.60 
Ë 松 软 0.40 0.70 0.40 0.70 0.45 0.75 0.45 0.75 
Ж 
= Ж Ж ， ， . 0.70 0.65 0.75 0. 65 0.75 


РН 

G| g * 0.75 0.55 0.75 0.55 0.75 

路 

冰 

"i 平 Ж 0. 10 0. 25 0.07 0.20 0,05 0.10 0. 05 0.10 

ж | 化 ГА 0.30 0. 55 0. 35 0. 55 0. 30 0. 60 0. 30 0. 50 

路 | 松 软 0.10 0. 25 0.10 0.20 0.39 0. 60 0.30 0.60 

问题 ] 


一 辆 汽车 在 拐弯 时 急 利 车 ,结果 冲 进 路 边 的 沟 серы 
m ШЕКЕН, AAE ЕЕЕ КИЙНИ 
进行 了 细致 的 测量 ,利用 所 测 到 数据 画 出 了 事故 现 
场 的 平面 图 ,如 图 3-22 BUR. 
司机 说 ; 当 车 进入 弯 道 时 简 车 失灵 , 且 进 入 容 道 
时 的 车 速 为 40 英里 /小 时 (该 路 的 速度 上 限 ). 通过 
验 车 证 实 该 车 的 制动器 在 事 获 发 生 时 的 确 失 灵 . 但 
司机 所 说 的 车 速 是 否 真实 呢 ? | _! 
请 给 出 上 个 使 警察 可 以 核对 速度 的 计算 办 法 . 
通常 , 作 .- 条 基准 线 测量 利 车 痕迹 . EA z | 
MERMERIT у 与 z OLHA 3-232 3-20 给 


ГЕЗ 


‚09 
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出 了 外 测 利 车 痕迹 的 有 关 值 (单位 : 米 ). 


表 3-20 
+ 0 3 6 9 12 15 16.61 18 РАТ 24 27 30 332.27 
y 0 1.19 215 282 3.28 353 3.55 354 3.31 289 2.22 1.29 0 


警察 还 测 及 了 路 的 坡度 ,发 现 这 段 路 
是 平 的 ,通过 痕迹 图 可 得 这 样 的 一 个 
SE ИЧ ИТТИ ГИРЕ 


沿线 ,也 就 是 说 车 头 一 直 指 阿 切 线 方 SSO ` 
Щщ | z“ | `x 
ШЙ ИЧИКИ, / l: 


汽车 沿 窑 路 行驶 ,车 轮转 瑚 打滑 ， . | 
EM 838. 假定 摩擦 力作 用 在 汽车 /| 
速度 的 法 线 上 . 设 汽车 速度 的 о | 

常量 ,并 设 汽车 重心 没 一 个 半径 为 ， m 


的 圆 运 动 , ERIRE T ЕИ 


T р] 心力 ,用 Р 表示 麻 控 系数 , 则 El 3-23 
f иш = z 
从 而 
v = V ugr 
/的 测量 方法 在 问题 1 中 已 经 讨论 过 了 ,pp 测试 后 就 能 算出 减速 度 a; 
а = НЕ 


在 这 种 情形 个 ,将 结果 写成 
= Var 
更 方便 些 , 
从 上 曾 的 讨论 可 知 ,速度 v 的 求法 最 后 归结 为 求 圆 的 半径 r 为 此 可 用 表 3-14 的 数据 
氢 合 一 个 圆 , 设 该 图 的 圆心 坐标 为 (zxo,yp) ,要求 


12 
>= z, + (y; — 00 -- r? | 


fuh. 
ТРАН У ЕН RMA 
JE ре 
(z — r, + (y — y,)° = r°, 
展开 得 
z + y: — 2z,z — 2у„у + Z$ + $ — = 0, 
+ 100 « 
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2z,=— а, 


令 ес = — ars 
z: + y; R = as. 
j Е Ч 
解 得 н: 
r= Ма + а – 4а, 
Е РАЛИ ЕН f 


а + ах + ау + х* + у? = 0 
向 题 仍 与 结 为 求 40-410, HE 3-14 中 的 13 对 数据 (za,y)G 一 0,1 n IDRA E 
式 ; 则 其 分 别 得 出 的 偏差 为 : 
A = а, + az; + a,y; + z? + у? G = 0,1,.… 12) 
其 误 划 平方 和 为 | 
| є 一 а= У (a, + az, + ау + zË + yË) 
由 使 最 小 的 极 信条 件 得 : 


> 12 
> = 》)2(an + ах + оу + xš + у) = 0 
1—0 
Ж _ хо 
Б. = У) 22,(а; + ах + ау + z; + ур) = 0 
0 
ЕЯ 12 
a, 7 У\2у(0 + ах + ау + x? + y?) = 0 
i=û 
整理 后 写成 矩阵 形式 为 
` ` 12 12 Р 12 12 
з Ba Bae 1 (Уа D) 
1—0 =й i=0 img 
12 12 12 12 12 
> =, De Dry: а|=|—( Ут + > jay?) ; 
;一 人 £= 0 і=0 1 一 个 #—0 
12 12 12 | a` " 
Ух Dar Dy Р 一 ( >)zby, + У») 
img i= #0 а | img 1-0 
RAX 3-14 KRR EU КЕ Л ЖЕТЕЛ ТЕҢ 
13 214.91 29.77 ау — 4 937. 027 6 
214.91 4 848.782 5 494.462 ||a |= | — 124 577.131 61. 
29.77 4941.462 88. 245 1] {az — 9 892. 662 647 


利用 Mathematica 软件 解 此 方程 组 
а [1]; = A = 1113, 214, 91, 29. 77), {214 91,4 848. 782 5, 494. 462}, 
129. 77,494. 162,88. 245 1}}; 
- 101 、 
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In[2]:=b=4—4 937.027 6,—124 577.131 6,—9 892. 662 647); 

In[31: =LinearSolve[ А,Ь] 

outL5]= 40. 397 327, — 33.281 5,74.247 4) ` 
B|! 

a = 0.397 327,a, = — 33. 281 5,a, = 74. 247 4 
从 而 得 图 坐标 为 (16. 64, 一 37. 12). 
由 半径 r=+v а +а5--4а,48 
r = 40. 677 8 

有 了 半径 的 资料 及 路 面 的 摩擦 系数 ,我 们 就 可 以 计算 出 汽车 的 速度 wv, 大 而 确定 司机 
关于 车 速 的 说 法 是 否 鼻 实 . 

此 模型 也 可 以 推广 到 坡 路 的 情况 , 弯 道 的 路 面 是 向 内 倾 余 的 (有 利于 转弯 ?情况 等 . 

五 .估计 水 塔 的 水 流量 ， 


1. 问题 的 提出 f | : 

美国 某 州 的 各 用 水 管理 机 构 要 求 各 社区 提供 每 小 时 多 少 加 仑 的 用 水 率 以 及 每 天 所 用 
的 总 水 量 . 许 多 社区 没有 测量 疲 入 或 流出 当地 水 塔 的 水 量 的 装置 ,他们 只 能 代 之 以 每 小 时 
测量 水 塔 中 的 水 位 ,其 精度 不 超过 0. 5 稚 , 更 重要 的 是 , 当 水 塔 中 的 水 位 下 降 到 最 低 水 位 
上 时 ,水 聚 就 启动 向 水 塔 输 水 直到 最 高 水 位 五 ,但 也 不 能 测量 水 有 泵 的 供水 量 ,因此 , 当 水 
泵 正在 输 水 时 ,不 容易 建立 水 塔 中 水 位 和 水 泵 工作 时 用 水 量 之 间 的 关系 , 水 泵 每 天 输 水 一 
次 或 二 次 ,每 次 约 二 人 小时. 

表 3-21 某 小 镇 菜 天 水 塔 水 位 


时 间 ( 秒 ) 水 位 (0.01 ЖА) 

o 3175 3 350 

10 619 57 254 3 087 

13 937 2 947 60 574 3 012 

35 932 ЖӘ 82 649 水 泵 并 动 

39 332 жЕ 3 475 

39 435 3 550 85 968 3 397 

43 318 3 445 92 370 3 340 


BEAk ALATTA ELTEK AEE ДЕЙИК EE AD АЛОЕ ЙИН ИЖИ Go :并 估计 出 
一 天 的 总 月 水 量 , 下 表 给 出 了 某 个 小 镇 一 天 中 真实 的 数据 ， 
‚ 102 • 
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表 中 给 出 了 从 第 一 次 测量 开始 的 以 稍为 单位 的 时 刻 , 以 及 该 时 刻 的 高 度 单 位 为 百 分 
之 一 英尺 的 的 水 位 测量 值 . 例如 ,3 316 妙 后 ,水 塔 中 水 位 达到 31.10 英尺 ,水 塔 是 一 个 高 
为 们 英尺 ,直径 为 57 英尺 的 正 殴 柱 ,通常 当 水 塔 水 位 降 至 约 为 27. 00 英尺 时 ,水 泵 开始 
工作 , 当 水 位 升 到 35. 50 英尺 时 水 泵 停止 工作 . 

2. 模型 的 假设 

(1) 水 塔 中 的 流出 的 水 流量 只 受 社 区 的 日 常生 活 需要 的 影响 , 即 表 3-21 中 所 给 的 数 
据 不 反映 非 正常 需要 ,如 水 塔 泄漏 , 主 水管 破 裂 , 火 灾 救 淡 , 自 然 灾 害 等 

(2) 由 Forrilli 定律 知 ; 从 水 塔 流出 的 最 大 流速 正比 于 水 位 高 度 的 平方 根 ,从 所 给 的 数 
提 可 知 最 大 高 度 为 35. 5 英尺 ,最 小 高 度 为 27 英尺 ,所 以 对 于 这 两 种 高 床 , 最 大 水 流速 度 
的 比 约 为 35.5727=“1.15. 这 一 点 表明 我 们 可 以 假设 水 塔 中 的 水 位 不 会 太 多 地 影响 水 
流速 度 , 同 样 地 ,我 们 航 设 天 气 条 件 .温度 改变 不 直接 影响 水 流速 度 . 

《3) 水 泵 的 输 水 速率 是 个 常数 . 没有 证 据 证 明 水 菜 输 水 速率 是 随时 间 变 化 的 ,或 是 前 
面 输入 水 量 的 函数 . 我 们 假设 水 泵 在 水 塔 水 位 大 约 在 27 英尺 时 开始 起 动 , 在 大 约 35. 5 英 
尺 时 关闭 . 另外 ,水 肥 不 会 中 断 或 需要 维修 . 

C4) 从 水 泵 中 流出 的 水 流 的 最 大 流速 要 比 水 泵 注水 的 速度 小 . 这 是 因为 社区 一 直 需 要 
用 水 ,不 允许 水 塔 的 水 用 光 ， 

(5) 水 的 消耗 每 天 大 致 差不多 . 这 是 因为 水 的 消耗 依赖 于 人 们 的 日 常生 活 , 和 如 洗澡 , 烧 
饭 , 洗 衣 等 ， 

(6) 从 水 塔 中 流出 的 水 流 流速 的 改变 率 可 以 用 一 条 光滑 曲线 来 带 近 . 这 是 因为 虽然 就 
个 别 用 户 而 言 , 可 能 用 水 量 有 较 大 的 变化 ,但 由 于 个 人 的 用 水 量 与 整个 社区 需求 量 相 比 是 
非常 小 的 ,从 统计 意义 上 来 讲 , 不 太 可 能 同时 整个 社区 的 用 水 量 增长 或 减少 . 

为 了 方 锯 起 见 ,我 们 引入 以 下 的 记号 : 

V 表示 水 量 (加仑 },V; 表示 上 时 刻 水 量 (加 仑 )， 

时 间 ( 小 时 ),7(e) 是 由 模型 所 佑 出 的 上 时 刻 水 塔 流出 的 水 量 * 加 仑 /小 时 ) 
表示 水 菜 的 注水 速率 (加仑 /小 时 ) 


3. 问题 的 分 析 
水 泵 两 次 注水 ,但 水 权 的 真正 开 
息 和 停机 的 时 刻 我 们 并 不 知道 . 因为 тоо / 
Жа їйї, ЗАК EKE 95026. 97 IN. й 
英尺 ,可 以 认为 水 泵 开局 时 间 为 调 量 # 
后 不 久 , 而 水 到 停止 工作 后 紧 接着 测 2 | / 
ВЕРЕН. $ go р Z 
作 的 水 位 . 所 以 两 次 测量 之 间 水 泵 一 * / 
定 已 经 停止 工作 .图 3-24 是 所 给 水 量 модо z Ё 
слезе ая, ДЕГЕ А 12 14 16 18 20 Aer 26 
„ть — жез томар. | 
1 加 仑 5 美制) 一 3. 785 ДЯ. 图 3-24 
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从 而 得 到 :1 立方 英尺 =7.484 加 仑 (美制 ). 
ЖЕ ИЖЕ: ЖИ АЖ ЕЕ. 
第 一 次 水 泵 开动 时 间 在 8. 968 小 时 ( 即 32 284 PERA ,因为 这 时 的 水 量 大 约 为 V, 


-xf 3y X26. 97X7. 484514 800 ME. 水桶 停 止 工作 的 时 间 为 10. 954 小 时 (39 435 
Ж). 因为 10. 954 小 时 测 得 的 水 位 为 35. 50 英尺 . 

对 于 第 二 次 水 泵 开启 时 间 , 可 以 认为 20. 839 小 时 ( 即 75021 秒 ) ,因为 这 时 的 水 量 大 
约 也 在 514,800 加 仑 . 我 们 选 终 止 时 刻 为 22. 858 小 时 ,因为 水 泵 停止 工作 后 的 第 一 кя 
测 点 为 (23. 880 ЛАВ), ИОК ЕАО Л 14. 300 加 仓 . 

Ж 3-22 显示 了 水 流 与 时 间 ( 相 邻 时 间 段 的 中 点 ) 之 疗 的 关系 ,图 3-25 алд 3- 
22 的 数据 . 下 面 用 函数 Fi) 来 拟 合 这 些 数据 ,之 后 再 对 f(t) 积 分 ,用 以 计算 每 天 的 用 水 


E. | 
表 3-22 WAHE P БЕА [в] 29 gk Ж 
时 间 中 点 - 平均 流速 时 间 中 点 平均 流速 
{小 时 ) (X10 加 仓 / 小 时 ) (小 时 )》 (X10 加 仓 / 小 时 》 
7.468 8.9 20. 40 15.0 
8.448 19.0 21. 43 ло data 
11.49 18.6 24.43 14.0 
4. 异型 建立 和 检验 
我 们 用 7 次 多 项 式 拟 合 图 3-25 中 的 数据 ,用 数学 软件 计算 得 : 
РО) = 12 499.8 + 2 773.89 + 2 456. 42 — 556. 6281" — 53. 33 
+ 2. 498 16° — 0. 056 149 4 + 0. 000 478 41847 
t 的 定义 如 下 


24 十 ( — Ta) + 0.460 6, WT < T 

(T — Т) + 0.460 6, HATET 
EHT, 表 杀 用 来 作为 拟 合 的 初始 数据 点 的 时 刻 ( 小 时 ),T 表示 一 天 中 的 时 间 ( 在 24 小 时 
之 内 )， 

. 104 • 


t = 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. Ё і пергі пі. сот, сп 


3-26 是 表 3-22 的 数据 点 与 
拟 合 曲线 гоа, ATAF 
拟 合 的 情况 . 刚 开始 接触 该 问题 , 曾 
想 利用 超过 7 次 的 多 项 式 拟 合 
据 ,然而 高 次 多 项 式 的 拟 合 会 出 现 
严重 的 波动 ,之 所 以 不 选用 低 于 7 
次 的 多 项 式 是 考虑 到 均 方 误差 . 

我 们 假设 水 泵 的 注水 速度 是 党 
数 ,因为 在 水 泵 注水 时 间 内 水 量 的 
平均 改变 率 AV /At 应 该 近似 地 等 p e ® 2 е ag 
于 注水 速度 p 减 去 水 塔 在 此 期 间 цин 
内 的 平均 流出 速 床 ,所 以 р 可 表达 
为 


每 小 时 水 昔 ( 如 仑 / |) 


图 3-25 


AV frod 
=u T A 


这 里 ,| 7004: 表示 在 At 区 间 内 积分 


22000 
20000 
18000 
16000 
14900 


$ 12000 


10000 


图 3-26 


如 果实 际 的 模型 能 准确 地 模 所 数据 ,那么 在 不 同 的 注水 期 间 , 水 泵 的 注水 速度 应 保持 
为 常数 ,下 面 利用 两 个 不 同 的 起 始 和 终止 的 例子 来 检验 这 一 点 ， 
AV, = 667 600 一 514 800 = 162 800 NG, 


At, = 10. 954 — 8. 968 = 1. 986 小 时 ， 
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AV, | 
у = 81 973 加 仓 / 小时; 
' 


AV, = 667 600 — 514 800 = 162 800 ПС, 
At, = 22, 858 — 20. 839 = 2.019 小 时 ， 


a = 80 634 IME / 小时; 
在 Аһ 时 间 内 / (О) ИИ 2: 


| и (даг _ 
Aa |, 245 加 仑 / 小 时 ， 
所 以 ,水 稍 第 一 次 注水 速率 为 
pi = 81 973 + 15 245 一 97 218 МИ / 小时. 
ДЕ An 时 间 内 7) 的 均值 为 
|794 
At, 
所 以 ,水泵 第 二 次 注水 速率 为 
pa = 80 634 + 15 359 = 95 993 М / 小 时 ， 
计算 p: 的 相对 误差 仅 为 1.6 多 ,这 证 明了 模型 的 合理 性 ， 
5. 结论 
因为 在 0. 460 与 24. 460 点 /() 的 值 近似 相等 (13 506 加 仑 /小 时 ,14 162 加 仑 /小 
时 ,相对 误差 为 3 销 ), 所 以 了 可 以 看 作 是 一 个 连续 的 周期 函数 ， 


一 天 的 总 用 量 可 以 用 SOHRE 24 小 时 内 的 积分 ,四 一 个 周期 所 用 的 面积 来 冯 示 ， 
计算 得 


= 15 359 加 仑 7 小时， 


244.5. 460 6 
| -fidt = 334 943 WÈ. 


0.460 6 


В f(z) 我 们 确定 水 塔 流出 的 水 流速 度 为 


1 24 +0. 459 6 > 
去 | fde == 13 956 加 仑 / 个 时 ， 


另外 ,水 泵 的 平均 注水 速度 为 
(97 218 十 95 993)/2 == 96 606 加 仑 / Л“. 
б. 模型 的 优 缺 点 

《1) 优 点 

DD 这 个 模型 的 灵活 性 很 好 ， 并 可 以 用 到 那些 拥有 坚 直 圆 柱 型 水 塔 的 小 城镇 . 317 9 
型 中 的 输入 数据 可 以 是 在 任何 近似 均匀 间隔 的 水 位 高 度 ， 

今 模 型 中 的 数学 松 念 简单 ,并 且 容 易 理解 . 

(DAE 

ЗИП ZAKR ALITE KJ Wl, 只 允许 用 КЖ. 
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Бс 


HERE E ИНАЯ: е Е 20. 23 处 的 近似 值 ,并 估计 截断 误 资 . 
二 ,给 出 f(x) 的 函数 表 


0. 888 11 1.026 52 1. 253 82 


求 4 次 牛顿 插值 多 项 式 , 并 由 此 计算 fC0. 595) 的 近似值. 
三 .已 经 测 得 某 地 大 气压 强 振 高 度 变 化 的 一 组 数据 ， 


Я (m) 0 309 


Кш СКИ?) 9.968 9 0. 932 2 


ОКШ ЕРИ 100m 的 压强 值 ,并 与 理论 计算 公式 
P = 1.033 2e~ 节 党 
的 计算 结果 作 比 较 
四 在 微 电 机 设计 计算 中 堪 要 查 磁化 曲线 表 , 通 常 给 出 的 表 是 磁 密 B 每 间隔 100 高 
ЛИР ЕЖЕ ЕТ ЯШ К аг 的 值 , 试 解决 B 从 400 至 1100 区 间 的 查 表 间 题 . 已 知 数据 
ШЕ. 


нЕ 4 500 
at= к 
10 
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REZAR HEAR sx), 并 用 (DR fA( 一 0.5) 和 ADEE. 

六 、 从 人 口 普 查 统计 ,已 知 某国 新 生 儿 的 母亲 的 年 龄 累计 分 布 为 N= NGt) ,其 中 上 为 
母亲 年 龄 N 为 新 生 儿 的 母亲 年 龄 低 于 或 等 于 上 的 新 生 儿 数目 .下 表 给 出 了 间距 为 5 的 数 
据 ，: 


RARR М (15) = № (50) 一 0 利用 三 次 样 条 插值 求 出 15 至 50 岁 之 间 每 一 年 龄 ( 即 
rz 二 15,16,…,50) 所 对 应 的 新 生 儿 累计 数目 NN, 并 给 出手 值 消 数 的 图 形 . (数值 实验 } 
七 .用 最 小 二 履 法 求 一 个 形 如 y= 二 a 十 8x? 的 经 验 公式 ,使 它 与 下 列 数 据 相 拟 合 , 并 计 


八 , 观 测 物 体 的 直线 运动 ,得 出 以 下 数据 ; 


求 运动 方程 .… | 
九 、 在 某 化 学 反应 里 ,根据 实验 所 得 分 解 物 的 浓度 与 时 间 关 系 如 下 : 


CT 
А (rol ul ares] 


MDZ REMER у= РО). 
十 .通过 分 析 一 个 物体 在 大 气 中 的 运动 ,可 以 得 到 海平 面 以 上 z 高 度 处 的 大 气 密度 
户 , 试 从 给 出 的 密度 -一 高 度数 据 中 找 出 经 验 公 式 并 分 析 - 


FP 
9 144 12 192 15 240 18 288 | “| o o 
æg | 0.693 | 0.459 0.302 0.187 0.115 ` - J O Oú 
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第 四 全 ”数学 规划 模型 


数学 规划 模型 建立 在 大 量 的 实际 问题 的 基础 土 ,尤其 在 管理 实践 中 ,如 何 合理 安排 一 
定量 的 人 力 、 物 力 、 财 力 ,使 产值 最 大 ,效益 最 高 或 产品 数量 最 多 ? 怎样 才能 使 库存 量 即 满 
足 需 要 ,又 使 贮存 费用 最 少 ? 这 些 问题 都 要 求 我 们 利用 数学 这 一 工具 ,给 出 一 个 较为 满意 
的 答复 . 这 里 我 们 仅 用 一 些 实际 例子 ,采用 较 简 单 的 方式 来 说 明 数 学 规划 模型 的 建立 及 求 
解 方 法 ,而 不 去 面面俱到 地 研究 各 种 算法 的 理论 问题 ， 


第 一 节 线性 规划 模型 


一 .生产 计划 安排 


例 1.1 一 个 煤矿 生产 祸 煤 , 无 烟煤 两 种 煤 , 所 生产 的 煤 全 部 都 能 卖 掉 , 卖 一 吨 宰 煤 
和 无 烟煤 分 别 获 利 4 百 元 和 3 百 元 , 采 煤 机 、 选 煤 机 ,洗煤 机 一 天 工作 时 间 分 别 不 超过 
12.10.8 小 时 . 生产 一 吨 福 煤 需 用 采 煤 机 、 选 煤 机 洗煤 机 各 工作 3.3 和 4 小 时 ,生产 一 吨 
无 烟 则 需 用 采 煤 机 ; 选 煤 机 、 洗 煤 机 各 工作 4.3 和 2 小 时 , 问 每 天 各 生产 两 种 煤 多 少 吨 , 才 
能 使 煤矿 获 利 最 大 ? 

分 析 : 为 了 解决 上 述 问 题 ,可 定义 下 列 变量 

Xl 一 一 每 天 生产 褐 煤 的 吨 数 ; 

Zz: 一 一 每 天 生产 无 烟煤 的 吨 数 ， 

2 一 一 每 天 生产 x 吨 福 煤 和 z, 吨 无 烟煤 所 获 利 润 ， 

对 此 问题 可 列 出 如 下 方程 ， 


每 天 可 闭 利 
Z = Ах + 32, 
并 且 必 须 满足 下 列 条 件 ; 
采 煤 机 每 天 工作 时 间 | | 
3z + 4х, < 12 
选 煤 机 每 天 工作 时 间 
Зх, + 3л, < 10 
洗煤 机 每 天 工作 时 间 
4х; + 27, =< 8 
两 种 煤 的 产量 为 正 值 , 即 
z, Z 0,x; = 0 
Bi 948 НЕ 7 取 最 大 值 的 问题 : 


тах Z = ік + 32; 
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约束 З + Ах» < 12 
921 下 32, < 10 
4 + 22, < 8 
Tı = 0,2, = 10 
二 , 混 料 问题 的 最 优 设 定 


例 1.2 在 某 种 饲料 的 混合 拱 配 中 ,各 种 原料 的 成 分 及 成 本 如 表 ( 表 5-1). 表 中 三 种 
原料 混 仿 ,各 成 份 应 满足 下 列 要 求 : | 


а, Z 0. 04 а, > 0. 02 аз Z 0. 07 
Ф 4-1 


问 上 述 三 种 原料 各 点 多 少 , 则 既 能 满足 成 份 要 求 ,又 能 使 成 本 最 低 . 
下 面 建立 这 个 问题 的 数学 模型 . 
设 原 料 1,2,3 各 上 岂 zi z; ху fy ДВ ntr te= 
其 中 各 项 成 份 应 满足 条 件 : 
a,=0. 06z;+- 0. 03z,+-0, 0423220. 04 
a,=09, 0224-0. 04х›-++0. 01.3220. 02 
a, = 0. 09z,+0. 052,0. 032,220. 07 
11220 22220,23220 
县 使 昌 标 函数 取 最 小 什 
Z 一 15xt + 122, + 823 
将 n=l nmr 代入 上 面 式 子 中 ,我 们 就 得 到 了 满足 约束 条 件 的 最 小 值 间 题 . 
піл Z=15r + 12r, + 8(1 一 Pi — гу) | 


约束 2z 一 2 之 0 
Xi + 2z, Z 1 
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3х, + z, > 2 


ту Z: 0,z, Z: 0,1 — z, х, Z 0 
三 、 线 性 规划 的 一 般 性 问题 


1. 线性 规划 的 标准 型 
对 前 而 所 表示 的 问题 ,一般 下 以 化 成 如 下 线性 规划 问题 的 形式 : ` 


тах Z = ax, + c,z, + "二 car, 

HR anty tite 十 十 atn, < b, 
anty 十 ах 十 … 十 аът, < b, 
am, 十 amta + *" + a,,z, < b, 

| 之 0 G= 1,2,1.) 


ЕЖЕ ШЕЖЕ. 


тах Z= CT X 


这 里 C= (cece сә” 
Х= (жуух сәх!” 
A= (а:;)мха 
B= (bb sba) 
0= (0)1x: 

т ЕР ДЕК ЛУ, ИЯ: 


min 7=С?Х 
约束 АХ >> В 


X 20 


在 解 线性 规划 问题 时 ,我 办 经 常 把 线性 规划 的 表达 式 整理 成 一 种 标准 型 : 
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(4.1) 


(4.2) 


(4.3) 


(4.4) 
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X = 0 (4.5) 

其 中 В;>0 

这 种 标准 型 有 以 下 的 特征 : 

《1) 有 目标 函数 都 是 求 极 大 ， 

《2) 除 非 负 条 件 外 ,约束 都 是 严格 等 式 ; 

(3) 自 变量 都 是 非 钢 的 ; 

(4) 每 个 约束 方程 右 端的 常数 都 是 非 负 的 ， 

2. 非 标准 型 化 为 标准 型 的 方法 

线性 规划 问题 只 有 两 类 ,一 类 是 求 最 大 值 问 题 ,一 类 是 求 最 小 值 问 题 , 因此 ,对 于 我 们 
所 规定 的 标准 型 来 说 ,有 下 面 的 问题 需要 解决 ,并 将 非 标 准 型 的 线性 规划 问题 化 为 标准 
型 . 

(1) 将 求 最 小 值 问题 化 为 求 最 大 值 问 题 . 

将 目标 函数 的 所 有 系数 改变 符号 , 且 约 束 条 件 不 变 . 即 min Z=Cz 化 为 max Z 
二 一 2 二 (一 C)7X, 求 出 Z 后 ,2 二 一 Z 便 是 最 小 值 ,X ЖЖ. 

(2) 将 不 等 式 约束 化 为 等 式 约束 

对 于 约束 为 “和 "时 ,在 方程 左 端 加 一 个 非 负 变量 ,使 其 成 为 等 式 ,新 加 变量 称 为 松 驰 
Ж. 

对 于 约束 为 “之 ”时 ,在 方程 左 端 研 去 一 个 非 负 变量 ,使 其 成 为 等 式 ,这 个 减 去 的 变量 
称 为 剩余 变量 

《3) 决 策 变 量 无 非 负 跟 制 时 ,化 成 标准 迎 的 方法 ， 

当 决 策 变量 x 无 非 钢 限 制 时 , 则 用 两 个 非 负 变 量 的 差 来 代替 , 即 令 zx 二 x ;一 Zi, 并 要 
求 x" 20, ri 0. 

3. 线性 规划 问题 的 解 

设 线 性 规划 标准 型 ( 式 4. 3)~( 式 4.5) 中 ,有 ;个 约 东 方程 ,n 个 决策 变量 . 

(1) 可 行 解 

HEARRE 4.4)— (sÉ 4. БУНЕ X= (zi,zz，…,T.)? 称 为 线性 规划 辣 题 的 可 
行 解 . 所 有 可 行 解 的 集合 称 为 可 行 域 . | 


(2) 最 优 解 

满足 (4.1) 的 可 行 解 称 为 线性 规划 问题 的 最 优 解 ( 即 使 旧 标 函数 达到 最 大 值 的 可 Fu 
ЙЛ. | 

(3) 基 本 解 ы. 


在 n 个 变量 中 , 若 把 (n 一 m) 个 变量 置 于 零 ,所 得 的 m TRENES m 个 未 知 数 的 方 
程 组 有 唯一 解 (系数 矩阵 是 满 秩 的 ), 则 此 唯一 解 为 基本 解 ， 

未 置 零 的 变量 叫做 基 变 量 . 相应 于 基 变 量 的 系数 阵 称 为 线性 规划 的 一 个 基 。 

已 活 零 的 变量 称 为 非 基 变量 - ü 

《4) 基 本 可 行 解 

满足 约束 条 件 和 非 负 条 件 的 基本 解 , 称 为 基本 可 行 解 

(5) 最 优 基 本 可 行 解 

. 112 • 


PDF 文件 使 用 "pdf Расіогу" 试用 版 本 创建 www. Еі пергі лё. com. сп 


使 目标 函数 达到 最 优 的 要 本 可 分 解 , 称 为 最 优 基 本 可 行 解 . 
四 、 线 性 规划 问题 的 图 解法 


. 对 简单 的 线性 规划 问题 ,利用 图 解 的 方法 求 最 优 和 解 是 可 行 的 ,可 以 按 以 下 步骤 来 进 
$i. 

.首先 ,根据 约束 条 件 找 出 可 行 域 .其 次 ,根据 目标 函数 值 不 同时 ,函数 有 一 系列 斜率 相 | 
同 的 平行 等 高 线 , ЖОП, ATTERRA SR [#2 ЗАРИНА ИГЕ, A 
点 (一 般 情 况 下 是 可 行 域 的 顶点 ) ,这 一 切 点 即 为 所 求 的 最 优 解 所 对 应 的 点 . 

图 4-1 是 例 1.1 的 图 解 过 程 ， 


由 于 上 图 中 i 过 可 行 域 的 项 点 D, ERRERA 
ху = 4/5,z, = 12/5 

目标 函数 的 最 大 值 为 ”Z 一 52/5 

这 里 我 们 也 介绍 一 下 集合 , 凸 集 的 概念 . 所 谓 集合 是 一 些 事物 的 整体 , 如 图 4-1 中 阴 
影 部 分 就 是 可 行 解 的 集合 , 凸 集 是 连结 集合 中 任意 两 点 间 线 段 上 的 点 仍 属于 集合 . 在 几何 
形体 上 看 ,凡是 凸 的 形体 ,连结 形体 中 任意 两 点 的 直线 段 ,都 落 在 形体 之 中 . 图 4-1 中 的 阴 
影 部 分 也 组 成 一 个 凸 集合 ， 

B 1.1 所 示 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 , 取 在 其 可 行 域 的 顶点 . 可 以 证 明 线性 规划 的 最 
优 解 一 定 在 其 凸 可 形 域 的 顶点 上 取得 . 


五 . 解 线性 规划 的 单纯 形 法 
线性 规划 问题 的 最 优 解 产 生 在 基本 可 行 解 之 中 ,所 以 在 求 得 线性 规划 的 解 时 ,不 必 研 


究 所 有 的 基本 解 . 因而 在 求解 的 过 程 中 寻求 最 优 解 的 范围 就 被 大 大 的 缩小 了 


1. 单纯 形 法 的 求解 过 程 
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ЖИЕ ПЕЕЛЕ Кз А), ЖИЙ? КЕЖИК ЖЫЯ ТШ. 当 每 次 找到 一 个 成 功 
的 基本 可 行 解 ,都 可 以 俩 目标 函数 比 上 次 有 喷 增 加 ,而 每 次 基本 可 行 解 的 获得 又 是 由 一 个 
非 基 变量 代 杰 一 个 基 变量 而 完成 的 ,新 的 基本 变量 的 形成 满足 如 下 过 程 :首先 , 令 一 个 不 
合适 基本 变量 为 零 ,再 从 非 基 本 变量 中 划 出 一 个 人 台 适 的 进入 基本 变量 ,计算 是 否 满足 ( 式 
4. 4). 基 变 景 代 换 应 满足 下 面 的 源 则 ,一 是 新 变量 变 成 基本 变量 的 组 成 部 分 之 后 ,应 使 日 
标 隐 数值 有 所 增加 .二 是 离开 的 一 个 基 变 量 应 保证 其 可 行 性 不 被 破坏 .这 个 迷 代 这 程 可 以 
一 直 和 做 下 去 ,直到 找到 最 优 解 为 止 ， 

TERY 1. 1 具体 说 明 单纯 形 法 的 求解 过 程 ， 

(1) 将 原始 线性 规划 问题 的 约束 上 加 上 松 驰 变量 zz .zi 使 问题 化 为 标准 型 , 即 

тах Z= 4x, + 3x, 


BR 3a 十 4z + 3z = 12 
3x, + 323 + Tı = 10 
4z + 2х, + Ts = 8 


这 里 约束 等 式 中 右 端 的 常数 一 定 要 大 于 或 等 于 零 ， 
《2) 将 上 述 问题 改写 为 下 面 等 价 形式 
Z — 4л —3z = 0. 


3z, 十 4z + x, = 12 
3r, + 3x, + x, = 10 
dri + 22, + zx; = 8 
(3) 选 择 初始 基本 可 行 解 | | 

把 变量 x .zs ETE MMO n=r=0, ОНАН КАВИИ, 2312,0, 10, 
z;=8 目标 函数 信 为 ”2Z 一 0. | 

在 单纯 形 法 的 迭代 过 程 中 ,要 求 每 个 约束 方程 都 有 这 样 一 个 变量 :在 该 方程 中 这 个 变 
量 的 系数 为 1, 在 其 它 约束 方程 中 (包括 旭 标 部 数 方程 ) 其 系数 为 零 . 由 这 些 变量 构成 基 变 
是, 这 和 时 革 的 系数 矩阵 为 单位 阵 . Н, РАНЕЕ УКЦ. 

(4) 选 择 进 基 变量 

选择 进 基 变量 的 原则 是 : нш Алги кй 系数 的 非 基 变 量 作为 进 基 

ШЕЙ Й 2—4z3z,=0 可 以 看 到 >, 对 目标 函数 有 最 大 的 增加 量 (4). 因此 ， 
只 有 使 具有 负数 系数 的 非 基 变 量 进 基 ， 目标 函数 才能 得 到 改善 ,并且 能 减少 迭代 的 次 数 . 
当 非 基 变 量 的 系数 都 大 于 或 等 于 零 , 则 说 明 已 得 到 了 最 优 解 ， 

(5) 选 择 离 林 变量 

选择 离 基 变 量 的 原则 是 :用 已 选 定 的 进 基 变量 的 一 - 列 系数 ,分别 除 各 所 在 自行 方程 右 
端的 常数 , 取 最 小 非 负 比 值 所 在 行 的 基 变 量 为 离 基 变 量 ， 

在 例 1.1 中 
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4 x СЕ ЕСА В, z; О АРЕ 3525 ht РК ЛЕЛЕ PE ЖОЙ АВЕ 9 
设 хә: 0.01 Заз tár trl 
З 1324-27-10 
4х trt z= 8 

分 别 解 出 zs,z4oz; 与 zi 的 关系 

| t= 12— 3m zi 一 10.-3z лу=ё— 4r 

У Е: лала 中 有 一 个 值 为 0, 另 商 个 为 正 . 因此 , 当 хул, л; 分 别 为 0 If, 
4 | 

Xi 二 0 fJ x= 

Ts 二 0 有 zx 一 3 4 

z:=0 有 n=2 

我 们 也 可 推 得 ， 

250 Bf, rO r <0 

r= 0 [Ff ,z,<0,z;<9 

r= 0 rr >00 
因此 , 取 зох, 为 0 时 ,得 不 到 可 行 解 ,所 以 zs 具备 了 两 个 因素 ; 

(а х 使 且 标 函数 的 取 值 尽 可 能 的 大 ; 

人 必 ) 新 的 基本 解 是 可 行 的 , 即 所 有 变量 非 负 ， 

(OMAE, ITE. | 

在 选 定 的 离 基 变 量 所 在 的 方程 中 ,将 进 基 变 是 的 系数 变 为 1, 把 其 他 方程 中 的 进 基 变 
最 系数 变 为 零 , 这 个 过 程 就 是 换 基 , 消 元 过 程 , ААБ, , 消 元 的 过 程 可 四 高 斯 消 元 法 来 实现 ， 
{| 5-2 的 换 基 、 消 元 过 程 是 
—4 —3 0 0 0 0 


一 4 —3 0 0 0 0 
3 4 1 0 0 12 ° неши 
3 soram 3 3 0 1 1 10 
1 1 
í sss am 
| (4) 2001 8 г ptg 8 
0 —1 0 0 1 8 
I 5 _ 3 
0 G) 10 с 
~ 3 _ 3 
0 p 0 1 4 4 
| 1 1 
| і TE г 
ДЕР о 236.08.717: 8,195 НОН M R 
(ЖЫ (4) (6)zË 41 
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2 7 52 
0 —1 00 ЕЯ L дй 
1 1 8 0 0 5 0 10 5 
2 3 12 
0 L= 0 å |l 2 3 12 
5 10 5 0.1 Б 0 10 5 
0 = 01 —— 4 3 3 2 
2 4 0 0 5 1 710 s 
1 1 
ї = 00 + 2 1 2 4 
2 4 1 0 5 0 © 5 
些 时 ,目标 函数 中 没有 负 系 数 , 且 
a у жы 
ет Aog “1 6 5 
则 等 价 问题 的 最 优 解 为 
— а 
原始 问题 的 解 优 解 为 
4,12 
=н с 
原始 目标 函数 的 最 大 值 为 
4352125 


Z=4X T T1T3X 5 5 


使 用 Mathematica 软件 可 以 很 方便 地 求解 各 类 线性 规划 问题 , 例如 ,我 们 可 以 用 命令 
Constrainedmax 来 求 若干 个 不 等 式 约束 下 的 极 大 值 , 用 命令 Constrainedmin 来 求 若 于 个 
不 等 式 约束 下 的 极 小 值 ， | 

我 们 将 例 1. 1 运用 Mathematica 求解 有 : 


1, [11=Constrainedmax[4x+3y, (3х-Е4у<=12,3х-ЕЗу<=10,4х-Е2у<=8}, {x,y}] 


Ош] (2, (х,у 023) 


5 

2. 单纯 形 表 

由 上 述 的 例子 可 以 着 出 ,线性 规划 问题 的 求解 过 程 采用 了 高 斯 消去 法 的 运算 过 程 ,其 

功能 与 解 线性 方程 组 的 增 广 阵 相 类 似 . 因此 ,我 们 可 以 设 一 张 表格 , 称 之 为 单纯 形 表 ,使 单 
纯 形 法 的 迭 达 运算 在 这 张 表 上 进行 . 如 例 5-2 的 单纯 形 表 表 示 如 下 ， 


初始 单纯 形 表 为 ， 


迭代 一 次 后 ,有 单纯 形 表 ， 
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3. 单纯 形 法 的 扩展 

(D. ATER 

线性 规划 一 般 问题 中 ,可 以 有 “= "或 “之 ”的 约束 . 当 这 种 情况 发 生 时 ,松弛 变量 的 系 
数 不 能 构成 单位 阵 , 因此 , 找 不 到 初始 基本 解 . 为 解决 这 一 问题 ,我们 可 以 采用 加 人 工 变量 
的 方法 ,使 问题 可 以 用 单纯 形 法 来 解决 ， 

例 1.3 解 下 述 线 性 规划 问题 


max Z= 3T — T, — 23 
HE 2 一 2л + 3z, 11 
一 4 + =>, + 22 22:3 
一 2z + zs = 1 
# yk ЕЧ ААО ВЫЕ АЖЕ, ПИ F B Bb E a 
max Z = 3z,— Z; — I 
约束 x, — 2r + z, + т, = 11 
— 4x, + zx, + 223 — zs + zx, = 3 
— 2>, + x, + z, = 1 
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这 里 的 6,17 МАЖ. 
由 于 zea ЕПА К? ЛҮ ЖЕН УЕ {ИЛЕ Е, ИЕ. ЕКЕ НЕ A С Br B [u] ti 
t.u ЖЕ J| La В АЗЕ ЧА Н Ж. Ч УЬ, Ar ERR AACS, 
Ж H RAY ETETE ; 2 Z , Pa, B| Zo Wg. | 
(2). 两 阶段 法 
两 阶段 法 是 将 增加 了 人 革 变 量 的 线性 规划 问题 分 成 两 个 阶段 来 求解， 
第 一 阶段 就 是 判断 原 线 性 规划 问题 趾 否 存在 丰 本 可 行 解 . 也 就 是 设法 把 人 工 杰 量 替 
换 出 基 变 量 ,使 寻找 到 的 基本 可 行 解 中 不 含 人 工 变量 . 其 具体 方法 是 构造 所 有 人 工 变量 的 
ЖИКС ШЕ. 05 | | 
min Z= z,= + z, + з E т 
kuk E ЖКА ЕИ Е FJ a a, AE 2 一 0, 则 人 工 变量 就 都 是 非 基 本 变量 
了 ,这 时 得 到 的 解 是 不 含 人 工 变量 的 基本 可 行 解 ,从 谭 完 成 了 第 一 阶段 的 任务 . 
第 一 阶段 的 求解 是 在 第 一 阶段 的 基础 上 进行 的 . 把 第 一 阶段 得 到 的 不 含 人 工 变量 的 
基本 可 行 解 做 为 始 基本 可 行 解 ,运用 单纯 背 法 继续 村 代 , 求 得 最 优 解 . 
АГИ 1. 3 我 们 可 以 采用 两 阶段 法 求 其 最 优 解 ， 
W ND B ЧЕ Ж УД 
min Z= z, + т, 
ЖЕН AES RUL IER НЕШ, Я . 
max Z =— Z =— x, — x; 


因此 ,第 一 阶段 的 初始 单纯 形 表 为 


首先 消去 躺 助 函数 方程 中 ,zsvzy 的 系数 ,并 选 定 z 为 进 基 变 量 ,z， АРПА БЕЛЕШ. 其 
单纯 形 表 为 ， 


ЖЕ 27 Ta Ty r rs TE 77 ж | 
i z' 6 =] =3 0 1 0 0 
заа сао е 。 oe 
ШЕСЕ 4 БТ 2 0 1 1 0 
x 一 2 0 (1) 9 9 о 1 
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这 时 ,由 单纯 形 表 中 可 以 看 到 ,辅助 目标 函数 已 经 为 0, 则 第 一 阶段 的 运算 结束 . 由 于 不 合 
有 大 工 变 量 的 基本 解 已 经 找到 ,所 以 在 第 二 阶段 运算 中 ,辅助 月 标 函 数 和 人 工 变量 已 无 用 
处 ,在 前 面 第 二 次 选 代 后 得 到 的 单纯 形 表 中 ,可 以 将 它们 去 掉 , 并 在 其 基础 上 再 次 选 代 , 有 
最 后 的 单纯 形 表 : 


因此 , 原 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 : 
тү=4 n=] 2z3 一 9 

松弛 变量 X=0 

. HARFE zx; 二 0 
БН = 2. 
4. 单纯 形 法 小 结 
全 准备 工作 
将 一 般 线性 规划 问题 化 为 标准 形 . 
多 第 一 阶段 的 运算 
(a) 构 进 辅助 目标 函数 , 即 所 有 人 工 变 量 的 和 ,并 求 其 最 优 解 。 . 
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(b) 当 辅 助 目标 函数 值 为 0, 则 基 变 量 中 不 包含 人 工 变量 ,可 转 入 第 二 阶段 的 运算 . 
恕 果 此 时 辅助 目标 函数 值 不 为 90, 则 蕊 变量 中 仍 含有 入 工 变 量 , 此 时 原始 问题 无 可 行 解 ， 
运算 到 此 停止. 

二 第 二 阶段 的 运算 

在 第 一 阶段 运算 的 基础 上 ， BRAD ERESSE Арга. 对 原 目标 通 
数 进行 单纯 形 法 迭代 ,直到 求 得 线性 规划 的 最 优 和 解 ， 


六 、 线 性 规划 的 对 偶 问 题 及 求解 原理 


.1. 对 偶 定 义 : 若 有 线性 规划 问题 
max Z=CX 
АХ<ьЬ 
Х;>0 
则 有 线性 规划 问题 
тіп Z= X| 
АА=С 
А220 
与 之 相对 应 ,后 一 个 线性 规划 叫做 前 一 个 问题 的 对 偶 . 

ЖИЙ 1. 1 的 对 偶 问题 为 : 

тіп 2' = 12А 43-104, + 8А 

уйт ЗА, -3А24-44,224 

АА 3А, 2123 
Ау, А, А220 

由 此 我 们 可 以 看 到 ,线性 规划 的 对 侦 问 题 有 以 下 的 特点 : 

(1) 线 性 规划 问题 都 对 对 偶 问 题 ,并 且 形式 上 对 称 . 车 原 问题 求 最 大 信 , 则 对 个 问题 是 | 
求 最 小 值 ;两 个 问题 约束 的 系数 阵 互 为 转 置 ;目标 函数 的 系数 与 约束 右 端 当 数 互 换 位 置 ; 
最 优 函 数值 相等 

(2? 对 偶 问 题 的 对 偶 是 原始 阿 题 ， 

2. 对 偶 问 题 的 单纯 形 算法 步骤 . 

(1) 化 对 偶 问 题 为 标准 型 . 

《2 如 对 偶 约束 右 端 常数 为 正 时 ,可 用 前 面 的 解法 计算 . 如 对 偶 问 题 中 约束 右 端 常数 
为 负 时 .首先 ,选择 约束 右 端 常数 中 有 共有 最 小 负数 值 的 约束 方程 中 ,原来 的 基 变 量 为 离 基 
变量 , 取 目 标 函 教 中 非 基 变量 的 系数 与 离 基 变 量 所 在 的 约束 条 件 中 相应 系数 的 最 大 负 比 
值 对 应 的 非 变量 为 进 基 变 量 . 其 次 ,采用 消 元 、 换 基 完 成 迭代 ,一 直到 约束 右 端 的 常数 全 部 
为 正 时 , 则 停止 运算 ,此 问题 取得 最 优 解 ， 


第 二 节 ” 非 线性 规划 模型 
一 ,资源 分 配 


{12.1 在 两 个 过 程 中 ,在 总 资源 一 定 的 条 件 下 ,如 何 使 输出 总 量 最 大 - 
‚ 120, 
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分 析 :假设 . 
f(z1) 一 一 过 程 I 的 输出 量 
f(xs) 一 一 过 程 的 输出 量 
资源 总 量 
zi 一 一 过 程 消耗 的 资源 
2 一 一 过 程 消耗 的 资源 
出 此 ,可 以 建立 这 一 问题 的 数学 模型 
тах Z=Wf(x,)+ f(x) 
HR zl 十 zs 二 4 


=й тШ 


012.2 当 某 仓库 每 次 订货 的 费用 和 每 天 的 存 费 为 常数 ,在 库存 用 尽 时 立即 进货 , 且 
这 一 消耗 ,补充 的 过 程 可 周期 地 进行 , 怎样 确定 最 佳 货 量 ,而 使 费用 最 少 . 

分 析 :假设 

абс 每 次 定货 费 和 每 天 的 储存 费 ( 存 货 价值 百分比 ) ,每 件 货物 的 价值、 

7 一 一 一 次 进货 的 数量 , 

人 @ 一 一 设 定时 间 内 的 定货 总 量 . 

2 一 一 设 定时 间 内 所 禹 总 费用 . 

由 于 问题 中 ,仓库 中 消耗 零 时 ， 可 以 立即 得 到 补充 ， 则 库存 为 不 多 许 缺 货 ,因此 可 知 如 


下 的 概念 ， 
z/2 一 “平均 库存 量 ， 
Q/z 一 一 定货 次 数 


有 2Z=zx/2* bc+Q/z * а 
求 最 佳 定货 量 ,而 使 总 费用 最 少 , 即 是 求 


С тіп 2-5. 2+а9 + + 
解 : тана „ш 3. 
i 
可 解 得 жа 县 
s|. = _ 22 „>° 


因此 ,总 费用 在 “= VSGTKIEE ЗЕН.» Z= 2abcQ 
ш Q=8 000 件 ,a 二 12. 50 32,2=20% .с=1 70,8 
= 0) 1z 4 IN S 152 000 


三 \ 非 线性 规划 的 概念 


对 于 例 2.1. 例 2.2 中 的 目标 区 数 关于 zi、z 不 是 线性 函数 , 例 2.2 中 的 目标 函数 亦 
关于 xz 不 是 线性 函数 . 因此 ,我 们 称 目 标 函 数 是 非 线性 函数 或 条 件 是 非 线性 函数 的 数学 
.121. 
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规划 问题 称 为 非 线 性 规划 问题 . 
1. 非 线性 规划 的 数学 模型 


形式 为 : 
min Z= fX) е. А | < - (4.6) 
HR h(X)=0 i= ИК А ЕС f чл) 
ЕХ) 520 j=l eel | | Е ` 8) 


EP XS (ritr st) п 维 局 的 点 ， 

我 们 可 以 采用 在 上 且 标 指数 两 端 以 一 a РОО 9 аш), Ее 
RAR LEA”. 

2. 非 线 性 规划 问题 的 类 型 

(1) 无 约束 问题 | 

在 前 面 已 给 的 非 线 性 规划 的 数学 模型 中 ， aia DAGA 8) 时 ， Bj 
为 无 约束 问题 . 

无 约束 问题 在 求 最 小 值 时 ， 可 直接 利用 训 竺 数学 课程 中 求 访 值 的 让 ， 如 2.2, 2, 也 可 
AUA E онша s il E 
сс (2) 有 约束 问题 

在 一 般 的 非 线性 规划 问题 中 , 约 东 条 件 极其 重要 ， 它 决 定 着 最 优 解 是 否 可 行 的 问题 . 

通常 采用 高 等 数学 课程 中 的 消 元 法 或 拉 格 朗 日 莱 数 法 ， EEA EE 
也 可 以 采用 将 非 线性 问题 线性 化 的 方法 来 求解 ， 

总 之 非 线性 规划 的 求解 方法 比较 复杂 ， 我 们 在 这 本 书 中 不 做 详细 地 介绍 ， 对 多 元 无 约 
束 问题 给 出 一 个 用 BASIC 语言 编写 的 通用 梯度 法 程序 ， 把 复杂 的 运算 交 给 计算 机 来 元 成 
(具体 的 运算 理论 ,可 参考 清华 大 学 出 版 社 出 版 的 (运筹 学 了 ), . 


. 解 无 约束 问题 的 最 速 下 降 法 及 实验 - 


1. 最 速 下 降 法 的 基本 思想 

在 无 约束 问题 min Z=f 了 (CX) 中 , 设 是 六 是 n 维 空间 E" 的 点 | 

如 果 EE 是 给 定 的 初始 点 , 沿 使 f(X) 下 降 最 侠 的 儿 梯 度 方向 
р VO =— (K ЗР D), 


FREK А ЖЕЗ Е 


х = X, + АР, 
满足 S Kir сух), 4 就 成 为 最 优 步 长 . 
2. 最 速 下 降 法 的 迭代 步 叉 
(1). 给 定 初 始点 z, € Е". Й >o, 并 且 令 4 一 0 
《2). ИЙУУ), 
ENTAS | <s, WE JE 48 Хб = Xt (X 为 最 优 解 )， 否则 转 到 (4)， 
. * 122 ° 
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44). S Р^= уус) (йл ото 
шп/(Х* + АР) ее ЕХЕ GPJ ЛЗ Ор CIA 
(5), 邻 和 一 人 二 为 Pi 返回 步骤 (2)， A er s 
3. 最 速 下 降 法 的 BASIC 程序 КИ: 
在 程序 中 可 任意 调换 目标 通 数 式 , 对 例 2. 2 чач А a 001 ШШ, 
结果 r=] 000. 143 而 最 省 费用 是 200 元 . PERNES 
100 REM Method of steeepest descent L R 
110 CLS E Ме ustiy „а 
120 PINT“E 8”, n mn. 
130 INPUT“ 1. 自 变 量 个 数 =”;N 
140 PRINT“ 2. АЖЖ =” 
150° DIM X(N),F9(N),Z(N),A (N) 
160 FOR I=1TON;LOCATE 3, RD 9 I dNPUT2 ха), :NEXT 
I Au k. A ZA ЖСП.) 
170 INPUT“ 3. HARET E:PRINT ; i Р 
-= ait palig RTA A А а о Tu ШЫЛГАН a a aE À 
190 X(D=X()+H1: GOSUB pa ёз а ыы 
т 102099: КЕФ ООЖ ЕНД СОЗЫВОВ лз сирак. 
210 X(D=XG)—2*H1:GOSUB 410:P2=F : aa Yi Ta 
и, 118203299 00) трд) A2 Н.е ж БӨС. а 
230 ХО) == ХО) НІ 
240 NEXTI а а абр. 
50 S=SQR 人 后 
А 260 IF S<E THEN 370 Е ч, 
Уд 270 L=0:H2=.1 a s 
280 FOR I=1 ТО N:Z(D) =X(TyY: ;NEXT. TiGOSUB-410:FO=F 
290 FOR I=1TON:;XG)= G F9; NEXT l: :GOSUB ио, = 
Atu (АРЕ M ТОЕ С МО ХЗ А ДАЕ пЗ REMA i 
mat. 3991: RELEE PHEN N or Мл n Ah AP e Ыла 
310 IF ABS(HD <E THEN 360 13155. „онц a np ay TE AE 
320 IF L=0 THEN 340 ыы е" 
330 H= N: R GOTO 29071 ir d о y ab e ALO 
40 H2—H2/4:GOTQ #9@у.--+у ya A R aQ 
350 L=L+H2:H2=2 x H2:F0= -Fl FOR 1-1 то N: А0 XD; NEXT I:GO- 
Hp t А 
360 FOR 1=1 ТО М№.Х() = А(1):М№ЕХТ I; GOTO 180 
‚М. 876, PRINT (ASK у ас ТЕЛЕ 
380 GOSUB 400:PRINT TARGO RG Imne” ;F ИККЕ 
390 FOR 1—1 TO N:PRINT TABG(13) “X71822” X0D ， NEXT. : 
ж .123 . 


КАБА UDs 
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400 END 

410 Е=. 272 ж Х(1) +12. 5 * 80 000/X(1) 
420 RETURN 

RUN 

已 知 ， 

1. 自 变量 个 数 ==? 1 

2. 自 变 量 初 信 二 X13? 10 
3. 计算 精度 一 9? 0.001 
优化 结果 : 
F(x)min= 200 
X1=1000. 143 

Ok 


五 . 解 有 约束 问题 的 外 剖 函 数 法 及 实验 


1. 罚 函 数 法 的 基本 思想 

罚 医 数 法 是 化 有 约束 为 无 约 最 优化 的 方法 之 一 , 它 利用 目标 函数 和 约束 条 件 构造 一 
个 新 的 函数 ,而 得 到 的 最 优 解 是 原 癌 题 的 最 优 解 ， 

外 罚 通 数 的 迭代 点 一 般 在 其 可 行 域外 部 移动 ,当年 罚 逐渐 加 大 时 ,可 и Ж ARE 
可 行 域 . . 

对 min 2 二 (XX) ,在 不 等 式 约 东 gj(X) 之 0(==1,2、…, 站 条 件 下 的 非 线性 规划 , 取 
ИЯ: | 

Т(Х,М,) = f(X) + М, > (min[0, g; X] 


#1 


其 中 OLM, CMIM, L LM Min <: 
Jin M, =+ со 


| g (X) 车 gj(X)<0 
并 且 min[9,z;,(X)]= 0 #к&(Х);>0 


EHTA, Mo 无 约束 极 值 问题 的 最 优 解 XX 二 X*(Mi) 看 做 是 以 M, 为 参数 的 一 条 
и, Н OLM, М, МСМ, < Mi 一 co 时 ,点 到 {XCid)i 沿 着 这 条 轨 
迹 趋 于 条 件 极 值 的 最 优 解 , 即 原 问 题 的 最 优 解 X”. ' 

2. 迭代 步 又 | 

(ЭЖ Муос ПЕ М,=0. 5 或 1), 多 许 误 差 e 盖 0, 令 计算 次 数 帮 一 1 

《2) 求 无 约束 条 件 条 件 极 值 问题 的 最 优 解 Xt SKM): 

TOX, M) = minT(X,M,) = f(X) + му) {min[0, gs OF 

(3) 检 验 一 gCX*)e(j=1,2,… D. ARREN X X 为 最 优 解 1 反 之 , 取 Ми 

之 Ms 令 上 有 = 上 十 1, 转 到 步 又 (2). | : 
з. BREK BASIC 程序 
+ 124 ° 
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本 程序 可 以 任意 调换 目标 函数 和 约束 条 件 ,通用 性 较 强 . 
在 程 摩 请 单 后 面 附 有 下 面 二 次 规划 的 角 


minZ = zi + z; — 8z, — 102; 
HR 一 3z 一 22 十 6 之 0 


х2 0 =, 2 0 
100 КЕМ Sequential unconstrained minimization technique 
110 CLS | 
129 PRINT" 已 知 ;” 
130 INPUT“ 1 自 灾 量 个 数 。 =”N 
140 INPUT“ 2. 等 式 约 束 个 数 =”. 
150 INPUT“ 3. 不 等 式 约束 个 教 二 ”;M 
160 DIM X(N) Y(N), A(N),B(N),G(L+M) 
170 PRINT“ 4 自 变 量 初 值 =” 
180 FOR 1=1 ТО N:LOCATE 5,8-1 *14:РВІМТ “X”;I;:INPUT X(I); NEXT 
"u 
190 INPUT“ 5. 计算 精度 =” ESP; PRINT 
200 СМ=1:СО={4 | 
210 GOSUB 300 
220 КЕМ PRINT “EPS=”;EPS5; “>=”; ABS(RM);"?” 
230 IF ABS(RM)<=EPS THEN 250 | 
240. CM=CO * CM :GOTO 210 
250 ”PRINT“ 优 化 结果 ;” 
260 PRINT“ F(x)min=”;F . 
270 FOR 1=1 ТО NIPRINT“X”T “=”,XG(D:NEXT І 
280 FOR 1=1 TO L+M:PRINT “G”,li“=”,G(D :NEXT I 
290 END ， 
300 D=1:Z=1:E=. 001:Q=1:REM Hook 一 Jeeve 
310 J=1 | 
320 FOR 1=1 ТО N:X(I)=Y(1):;NEXT I 
330. GOSUB 600:GOSUB 560:Е1=РХ 
340 X(J)=Y(J)+D +Z,GOSUB 600.6050 560:Е2=РХ 
350 ТЕ F2<F1 THEN 380 | | 
360 Х() = Ү() 0 * Z:GOSUB 600.6050 560:Е2=РХ 
370 IF F2<F1 THEN 380 ELSE 390 
380 FOR 1—1 ТО N;Y(D=X(D:NEXT I 
390 ТЕ J<N THEN 520 
400 FOR 1=1 ТО №.Х(1) = А); МЕХТІ 
. 125 ° 
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410 GOSUB 600:GOSUB: 560:F2=PX ° К ОТО Л 


420 FOR 1=1 ТО М.Х) =Y H; NEXT i e 
430 GOSUB 600:GOSUB 560:F2=PX: : з Nøsen 


440 TF F2<F1 THEN 480 


450 IF D<=E THEN 536- sU. .. у 


460 FOR I=1 ТО М.Ү) =А (0) :ЕМХТІ 
470 D=D/2;GOTO 310 И Ыы 


480 FOR I=1 ТОМ: оз пирах D90033 РИИ 


490 Ва) =Ү():Ү() = = B(D-+Q x (BOD) — =A); AGD=B(D 


500 NEXT I 

510 СОТО 310 За ° 
520 J=J+1:GOTO 320 КЕЛЕТ 
530 FOR 1=1 TO N:A(D=X(1); МЕХТТ Yt) 


fe МАЯ 
2.12 


UATI 
"TU 


550 RETURN i АШ 


560. :PHAS0:FOR ITTO EIRH+PHHGOD # GCD NEXTII ! = 


“чи 
7. тич 
540 РХ=Е1 ra DA I H GADA С 


чан 
ЛЧ 
{ОЯ 


OT 
011 
cs[ 
GSL 
ОМ 
а! 
cal 
uyi 


u j 


570 PQ=0:FOR I=L+1 TO L+M:P PQ=PQ+  (ABS(G(D)—G(DD7/2) ° 


NEXT I ora "ss: шт S 


580 RM=CM * ed 
590 RETURN 
600 F=X{1)” 2+Х(2)7$=8=Х(1)— Wira ai 


610 GG()=—3X x X(1)— —2*Х‹2)+6 КАЛЕТ еи rere 


620 662) =Х(1) 
630 603) =Х(2) 


ооё 


жые Л 


640 RETURN | е) 
RUN ЖОО сш; 


BA: иет 
L 自 变量 个 数 。 一 ? 2 


LERURA 一 ?0 зз хая: а ras 


з. аа =? 3 


4, 自 变 量 初 值 =Х1?7 0 Q. Кы 


X2? 0 йч ена, 
5. 计算 精度 =7:0 001 
优化 结果 : 
F(X)min=—2 130 634 ` 
X1=. 328 125 
X2=250 713 
G1=0 
G2=. 328 125 
-126° 
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yi 


> 


Tuz 


= М2 
лоз HIJACK) 


zian 


Бр У А 


кде 


НАМ! 
= Y71511 
OT i 
ӘР 


КЫ ы! 


| ЖУА 
E SOF 
(TAI 


Sot sf 

jei 
yy 1-1 OY 
йд. RO 
күз 


Cej 
М 


G3=2. 507 813 
ОК 


第 三 节 动态 规划 模型 


动态 规划 是 解决 多 阶段 最 优 决策 过 程 的 一 种 数学 方法 ,其 基本 思想 是 将 问题 按 一 定 

的 原则 ,分 成 若干 个 可 以 控制 的 阶段 ,并 对 各 个 阶段 依次 变 成 最 优 , 从 而 达到 闭 体 最 优 ， 
应 当 指出 的 是 ,动态 规划 没有 标准 的 数学 算法 (如 前 面 线性 规划 的 单纯 形 和 非 线性 规 
划 的 罚 函 数 法 等 . ) 它 只 是 解决 一 类 问题 的 方法 或 途径 ,在 运用 动态 规划 是 建立 模型 时 ,应 
在 正确 理解 和 运用 其 基本 概念 、 基 本 原理 的 某 础 上 ,发 挥 想 象 力 \ 创 造 力 建立 种 求解 模型 . 
多 阶段 的 决策 过 程 中 ,依次 采取 的 一 系列 最 优 的 决策 ,使 其 控制 过 程 的 发 展 ,这 个 决策 可 
以 四 数量 来 表示 , 当 这 一 数量 手 标 达到 最 大 或 最 小 时 ,过 程 在 此 阶段 也 达到 了 优 , 如 有 果 一 
个 过 程 的 阶段 可 用 对 里 来 划分 ,相互 联系 的 若干 时 段 组 成 了 整个 多 阶段 决策 讨 程 的 数学 
规划 问题 ,并 具有 甚 中 一 个 附 段 的 决策 影响 到 下 一 个 阶段 的 决策 的 特点 ， .… а 
ОЗЕКИ АА 3| ЛАЧ ВЕНА ЯЛ, ШЕ] AAE ЖЕ КРКЕ. `: 


一 .管道 铺设 线路 的 最 优化 问题 т 


1. 实例 | i | 

例 3.1 从 地 点 4 铺设 一 条 天 然 气管 道 到 地 点 五 ,如 图 4-2, F lB] БИ ДЕ ЧН 
站 ,第 一 站 可 以 在 {B1,8,、B:}) 中 任 选 一 地 点 ,第 二 、 三 站 可 分 别 在 地 点 {C1、C;、Cs} 和 和 {D,、 
DD,} 中 选择 . 两 点 间 的 连 线 表示 有 管道 连接 , 连 线 上 的 数字 表示 镶 本 段 管道 所 需 费用 ; 而 
当 两 点 闻 没 有 连 线 , 则 表示 该 两 点 根本 不 能 铺设 管道 ,怎样 选择 从 4 到 五 的 销 设 路 线 , 使 . 
总 费用 最 省 . f Е К. 
2, 线路 畏 设 的 最 优 原 则 和 基本 


apti ge PPa d Y eS A oke e К 
с: # Eie АГНЕ so 


x 


方法 
G) 最 优 原则 | 
在 线路 铺设 的 过 程 中 ,如 果 一 
条 线路 的 铺设 费用 最 省 , 则 对 此 线 
路 上 的 任何 中 间 站 来 说 ,以 此 中 间 
站 为 起 点 直到 终点 的 线路 铺设 费用 
ж ы» 
(2) 基 本 方法 和 步骤 | 
根据 上 述 的 最 优 原则 ,可 以 先 图 4.2 
把 定 过 程 分 为 四 个 阶段 ,最 后 一 个 
阶段 D 一 EE; 倒 数 第 二 个 阶段 C-~ 了 ;第 二 个 阶段 BC; 第 一 个 阶段 A— 然后 从 (图 和 
2) 中 沿 正 向 4 的 方向 分 阶段 决策 ,寻求 最 佳 的 策略 ,最 终 形 成 一 个 最 佳 的 铺设 路 线 . 
第 一 步 ,从 最 后 一 个 阶段 开始 ,寻求 D 一 EE 的 最 一 佳 路 线 ,用 f.G=1,2,3,4) ,表示 第 
i 阶段 的 最 省 费用 . | 
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f COD.) = min| 


第 二 步 : 寻 求 C-* 五 的 最 佳 路 线 , 此 时 
(C.,D,) + fcD, = 8 + 4 
АС = ы (C,,D,) + f.(D,) = 6 + 小 8 
(C,,D,) + f.(D,) = + + 4 
第 三 步 SK ВЕ ДВОЕ, ШЕ ` 
(В,,С,) + ЛА(С,) = 10 + 8 
AGB) = ma Cy Т сугат” 
第 四 步 : 同 上 而 的 分 析 过 程 一 样 aR A— 的 最 佳 路 线 ， 
ЛСА) = min{ (A,B,) + f,(B,) = 3 + 16) = 19 
由 此 可 以 得 到 最 佳 中 路 线 ABCDE ЙИ 19 个 单位 ， | 
Б =} ARRATEN, RIR RE EF yI AE 的 方向 
相反 , 在 每 一 阶段 的 决策 中 潮 能 选 阶 段 的 中 间 站 直到 终点 的 碧 的 最 佳 路 线 ,每 一 步 驴 的 
决策 中 仅 用 到 上 一 步骤 的 结 呆 , 因此 ,可 以 把 上 述 的 求解 过 程 中 所 用 到 的 方法 称 为 迭代 
法 ,并 可 在 计算 机 上 实现 运算 ,找到 最 佳 路 线 ， 


二 .动态 规划 问题 的 基本 概念 ,原理 和 逆 推 方程 


1. 基本 概念 

(1) 阶 段 

将 所 给 的 问题 谷 当 地 分 成 若干 相互 联系 、 互 不 交叉 的 阶段 ,每 一 阶段 的 求解 相对 方 
便 . 一 般 用 上 描述 阶段 变量 . 

《2) 状 态 及 状态 变量 

状态 是 某 阶 段 的 初始 位 置 , 同 时 也 是 前 一 阶段 的 终点 ,各 个 阶段 的 状态 演变 构成 了 多 
阶段 的 终点 . 各 个 阶段 的 状态 演变 成 了 多 阶段 决策 过 程 , Ж с, 表示 阶段 的 状态 , 则 т, 
称 为 状态 变量 . ун е ааыа каа ат 
Жш НАА НЯ. | 

(3) 决 策 及 决策 变量 

决策 是 某 阶段 状态 给 定 后 ,从 该 状态 演变 到 下 一 个 阶段 某 一 状态 的 选择 ,如 例 3. 1 中 
的 D, 已 经 被 最 后 阶段 选择 ,如 何 导 找 C 使 CE 成 为 最 佳 线路 的 选择 ,我 们 选择 了 Co 
也 就 做 出 了 决策 ,可 用 UCz) 家 示 第 大 阶段 ,在 zz 状态 下 所 做 的 决策 ,并 称 之 为 决策 变 
R. | 

(4) 策 略 与 予 筑 格 

如 果 在 多 阶段 决策 过 程 中 ,决策 变量 Ua) (一 1,2，… юла Кати 

(07, Сас) 607, Се.) 6 0607, Са,)) 

称 为 过 程 的 一 个 策略 , 例 3 аео ре 就 问题 的 一 个 策略 ,在 实际 应 用 中 ， 
策略 加 限制 构成 允许 策略 ,而 最 优 策略 一 定 是 允许 策 路、 

从 策略 中 某 一 阶段 开始 到 终 АА АРАА НОТЕ, а 3.1 С, 
р, E. Э ЯКО, Со (а 1.2, n) Е 5 
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段 决 策 过 程 中 某 段 过 程 所 对 应 的 子 策略 . 

(5) 状 态 转移 方程 

在 多 阶段 决策 过 程 中 ,在 第 阶段 的 决策 变量 Ui(zi) 已 经 给 定 , 则 第 十 1 阶段 的 状 
态 变量 就 完全 给 定 ， Hl mn A 已 知 确定 的 量 、 因此 ,zit 取决 于 x 和 U NTA Tra 一 
TULD ,表示 了 第 阶段 到 第 十 1 阶段 的 状态 转移 规律 , 称 之 为 转移 方程 ， 

(6) 目 标 函 数 (指标 应 数 ) 

在 多 价 段 决策 问题 中 ,目标 函数 是 用 来 衡量 实现 过 程 优 劣 的 一 个 数量 指标 ,是 在 给 定 
阶段 的 前 提 条 件 下 ,该 阶段 的 状态 变量 及 以 后 各 阶段 的 决策 变量 的 函数 ,一 般 记 目标 函数 
为 

Уыбх ar Ergi Ua Tt rt) . 
蕊 式 表 示 了 由 阶段 型 阶段 ?各 个 状态 和 所 包含 的 一 系列 决策 
目标 芳 数 的 形式 一 般 取 " 和 ? 式 或 " 积 " 式 ， 

“和 ”" 式 表 达 式 : 

Vu = Sy) 


= 


А = Пус, (ж) 


当 上 阶段 的 初始 状态 z 给 定时 , 指 标 陨 数 是 策略 的 确定 函数 ， 记 
Falta) = optVu (zU, Сано Сана) 

是 指标 函数 的 最 优 值 . 在 实际 问题 中 opt 分 别 表示 max 和 тіп. 

2. Ета | 

(1) 最 优化 原理 

一 个 过 程 的 最 优 策略 具有 以 下 性 质 : 即 无 论 初 始 状态 和 初始 决策 怎 入 其 后 各 决策 对 
以 前 的 一 个 决策 所 形成 的 状态 作为 初始 状态 的 过 程 而 言 ,是 最 优 策略 ,也 就 是 说 :最 优 策 
略 的 任 一 子 策略 必 为 最 优 策 格 ， 

《2) 递 推 方程 

由 最 优化 原理 ,我 们 可 得 知 , 最 优化 策略 可 通过 逐个 阶段 优化 来 实现 . 因此 ,在 实际 问 
题 的 求解 过 程 中 可 以 推出 解 动态 规划 的 基本 方程 ， 

Лб) = „р PVE UD fa [T.G UO) 


其 中 z€ X, , X, 为 第 阶段 可 达 状 态 集 合 ,D,(z) 为 第 阶段 的 允许 策略 集合 ， 

挫 理 方程 显示 了 求 最 优 梢 数 的 顺序 与 多 阶段 决策 分 外 顺序 是 相反 的 ,当初 始 条 件 是 
(zx)=0 时 ,可 由 几 递 推 ,代入 递 推 方程 ,可 递 推 aon UR TRE fa ME 
ЖШ. 当 &->cc 时 ,最 优 函 数 以 泛 函 方程 的 形式 给 出 : 

fla) = орф{У (z) fLT(z,u)]) 

3. 动态 模型 建立 的 步骤 

运用 动态 规划 的 方法 解决 实际 问题 时 ,可 按 下 面 的 步骤 进行 ， 

(1) 将 过 程 进行 恰当 的 分 段 ,并 在 分 段 时 作出 初始 的 决策 ， 

(2) 选 择 状态 变量 zx, 合 zz 既 能 反映 过 程 演变 的 特征 ,又 能 满足 无 后 效 性 ,还 能 通过 直 
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接 或 间接 的 方法 得 知 它 在 各 阶段 的 变量 值 , 如 例 3. 工 中 各 和 阶段 中 间 站 介 的 铺设 费 几 单位 ， 
元 后 效 性 是 指 当 菜 阶 段 状 态 给 定 后 ,以 后 的 过 程 不 受 以 前 各 阶段 状态 的 影响 . 
(3) 确 定 决策 变量 及 每 阶段 的 允许 决策 集合 Dile). 
4) 根据 实际 问题 的 变化 过 程 机 理 写 出 状态 转移 方程 :x 一 TCxiou Съ). 
(5) 写 出 目标 望 数 (指标 函数 ). 
(6) 写 出 最 优 函 数 的 递 推 方程 及 初始 和 边界 条 件 . 过 程 阶段 无 限时 ,最 优 范 数 可 写 出 
为 泛 函 方程 的 形式 ， : 
采用 上 面 的 方法 和 步骤 ,可 对 例 3. 1 建立 管道 铺设 的 最 省 费用 模型 ， 
解 :将 由 4-~ 互 的 管道 铺设 分 成 四 个 阶段 : | 
第 一 阶段 4 一 B, 第 二 阶段 8 一 C, 第 三 阶段 C-> 吕 ,第 四 阶段 D-E. 
Sr 表示 弟 上 阶段 的 状态 变量 ; 
и, 表示 弟 天 阶段 的 决策 变量 ; 
ЖК А ВОК n 的 最 优 值 ( 最 优 费 用 )， 
dl 表示 第 到 阶段 到 弟 k+1 阶段 的 费用 可 能 值 ; 
因此 在 大 阶段 内 . hm) =min[UÜ,(z,)] 
且 状 态 转 移 方程 为 ， 
жы == Фо 十 РС) 


S 表示 第 阶段 状态 为 n 的 最 优 信 , 则 有 动态 模型 的 递 推 方 程 为 ; 
РС) = тийи + уы Сы} k= 1,2,3,4 


其 中 所 有 的 决策 变量 取 自 允许 策略 的 集合 . 假设 有 初始 条 件 Лх) = 一 0, 至 此 ,此 模型 建 
371926. 

三 ,资源 分 配 模型 | 

设 某 种 资源 的 总 量 为 ws, 分 配给 几 个 使 用 者 ,如 何 分 疮 才能 使 总 的 收益 最 大 ? 


解 :将 资源 分 配给 СОЛО МОИТЕ 
ии 
жк U, 条 件 下 获得 的 最 佳 效益. 
因此 ,状态 转移 方程 为 


Umi = О, mn 二 11,2 

设 h, (zx 表示 第 k 个 使 用 者 用 Tk 获得 的 效益 ， 

zi 表示 U, 条 件 下 的 最 佳 决策 
因此 有 

fiUi) = maxjh la) + Р Ga — Zk z) 

EF a 取 自 允许 策略 集合 , 且 设 初始 条 件 fui Gai он) 0. 

例 3.2 设 有 8 个 单位 的 总 资源 , 欲 分 配 三 个 使 用 者 ， 每 个 使 用 者 所 获得 的 投资 为 0 
—8 中 任 一 整数 ,车 每 个 使 用 者 所 获 效益 是 同一 函数 ,如 何 分 配 总 资源 ， 而 使 所 获 的 效益 
最 大 ? 
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ж 4-2 给 出 了 资源 的 不 同 介 配 情况 下 ,所 获 效 益 的 情况 .1 ku 6 =ч. 
f СХ 6. = 


аве СО) Во 


95 98 100 
galax) 15 solie 0 СеО aiaa (1% PE iao 
|F a 
(45A HS 51 52 53 


ODA (Оу! ; 
上 述 的 资源 分 配 问 题 应 如 下 假设 人 апе 
(1). 每 个 分 配方 案 获 益 与 另 一 个 方案 的 分 配 无 关 ， VOo) 
(2). йун даят ДИИР УНЕ Л — ЛЕШ. 


Сз). БЕДЕДЕН ТИШИН ЕКШИН СО доп С Him 
解 : 设 Kuku 10), s) 
z 一 一 表示 使 用 者 所 用 的 资源 数量 . enn +С wi 


ORR i MEREM r ARRIO AH O 

di(z) 一 -表示 帝 A 

о ЖН z ФИА i MERKER 

我 们 采用 动态 规划 的 方法 . Wa MB k= PEFFER AREE 


ВАА ид SNEER ма-а Р. hul 
шине" ЦЯ САЯ аон д, 


资源 量 为 ， (хо ta) хт (Ee Ея 
dlx) =z (x = 0,1,2," "Bs нета 
РИ — BUER A 
最 大 获 益 为 ; 


Ул 
` f, (x) = glr) 4“ == АД 1, Le Whe SITT == 


DAES 
我 们 可 查 表 4- 2 得 x 不 同时 f(r) datzx) 值 . ! ] x 
ж ООУ каа 


£ = (£). = (Ё): 
第 二 步 ;车 有 两 个 资源 使 用 者 , 则 用 * к. ЖЫ ДМ НТЧ РЗА 


i ws 


ЕТЕТ уа оа 5 ү 5 
则 z | 579 
Š : Ha 一 morte + л 一 y): ° сы 
其 中 ysl, 2i 3 i 85 : з x tas 
аба) у> ч Чейн 1,2,-#,8)+. ати ОЕ Е А к, 
因此 ,我 们 有 ; 
43Ls 
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工 一 0 时 7,00) == max(g, O) + Р(х = y)) 
= g,(0) + f,(0) = 0 


1,00) = 0. 
2 一 ] 时 О) =тахід б) 70-5) 
000+ 7,01) 
оо 


= пакі 


=5 
i 


zx 一 2 时 f,(2)= тах (4:05) + fsa(z—5)) 
xw=0,l, 


Са) + f,(2) 
-nad азо, 
£2(2)+ f, (0) 


0 十 6 ] 
-oo 5+4 r=26 


| 


=max| 


d,(2) = 0 
由 上 式 可 知 , 当 2,(2)=0 时 ,表示 第 三 使 用 资源 者 把 资源 x 全 部 占有 ,第 二 个 使 用 老 不 占 
有 资源 . | i | 
x=3 时 fa(3)= max (O+S lay) 
8.00) +7603) 
| 
. | 
0.03) +700) 
04-40 
5 十 26 


一 Ia 


II 


ma = 40 


1s+4Í 

40 十 0 
dt3) = 0 sk d,(3) = 3 

依 此 类 推 ,可 得 第 一 步 和 第 二 步 的 总 结果 ,列表 4-4 

E 4-4 
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第 三 步 : 若 有 三 个 资源 使 用 者 , 则 设 
(7) 一 一 为 x 单位 的 资源 分 配 到 三 个 使 用 者 时 的 最 大 获 益 ， 
z 一 一 为 第 一 个 使 用 者 获得 使 用 的 资源 ， 
Zz 一 一 一 为 第 二 ,三 个 使 用 者 获得 使 用 的 资源 . 
风 有 :Cr 二 max{gi(z) 十 f(x 一 z)} 
Hriz=0,1,2,-" z 
d (z)=< (〔(z=0,1,……8) 且 满足 f. (z). 
当 z RAAEN, Ж ИЖ 4-2 MR 4-4, 可 求 得 不 同 的 Л.С) а, Се). 
例如 xz=7 时 ,有 


f,Q) 一 „так (g((z) + falx — z)) 

6160) + f,(7) 
g. (1) + 7,06) 
m (2) + f,(5) 
m (3) + ЛҺ4) 
g. (4) + f, (3) 
g, (5) + f,(2) 
g (6) + fD 
8.07) + f,(0) 
0 + 100 
5 十 86 
15 + 70 
40 + 60 

a+ 40[. 
90 + 26 
95 +5 |. 
98+ 0 


= ma 


= 120 


4,00) = 4 
这 里 六 (7) 是 将 总 资源 中 的 7 个 单 分 配给 三 个 使 用 者 的 最 大 收益 ,其 中 第 一 位 使 用 
者 占有 4 个 单位 的 资源 ,而 剩 下 的 3 个 单位 的 资源 由 表 4-4 知 ,应 由 第 二 个 使 用 者 多 部 占 
#. 
а (7) 4 8.0.67 — 0) = 3,0.00—0) = 0,8 07) =120,. Ж 4-2 可 知 :; 
Р.С) = (4)--g (3) +g (0)=80+40+0=120 经 过 计算 ,我 们 可 得 0 一 8 个 单位 的 
资源 分 配 到 各 个 使 用 者 时 最 佳 分 本 方案, 列表 4-5. 
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А AR. kB. elh PH Др ERR CT Wp OE Y 
2 1 2 

ТУН А! o, ыа 
fst z) 0 4 26. TY ONEI I WAR as Фе. Хе 2 7153 
аә | a $£ g рза кн Са 
Рх) 0 5 26 40 的 ?0 86 100 110 

CY ЯА. [жї бєк теъ iien 

т ЖАКАГА: к PED. ia Ан c-i М hi төл ayga S 
Лох) 0 5 26 40 во 90 1087 120 ПУ Mtag 


Eao а фу тут Н - (ТАЛ . 
ií $ fs s b (x) 0%: ZEN, s ` | 4 á 4 


Ты + < ouR, 


由 表 4-5 B 可 以 得 到 允许 从 能 方案 让 的 社 :| 最 优 分 本 ， 例如 :总 资源 为 g 个 单位 时 ,所 
获得 的 最 大 收益 为 A8) = 140 ЕЕ ЗА И И ТЕШНЕ 1 个 单位 的 资源 即 心 (8) 
一 4，, 第 二 个 使 用 老 获 得 4 тзт йл АЧАЛ ыгын 
用 权 4.04—4)=0, БИКЕ КУШУ aR] 

AO = a (apk apup Ао = 80 + 60 + 0 = 140 

RE. IDA + (аздщ! 
YEA TREE A RRT: 

当 有 K 个 资源 ,分 配 到 N MEE ARI Ë: 


f,G) = в 1 ; | 
еа рт s 73; 
其 子 过 程 是 Гә + әрі 


КЛІ тт 


f(D)= max EDHE у 03 | 
di(z)= 产生 FDN y Е G=1, 26 т L; z=0,1,*í £) 


йл, 


1. 加 工 某 食品 a MAB GEARR H€ ADEFE B ЖЕФ 20 т, 
ЧЫЛ SOS S Ñ: Же ЖИК! һе А ши 


ү 118 РАА РСА 
эше s 0, N үт AR R RE e OTERA eman A TULI 


її 
г анне зө. а-ы ай 
IAMA 9-0 ТГУ УРДА [=< 408 (0). L (S ла О, җе (М Y A 


` max Za | | 
ч E-A МО. Ama: T 483 А ЕЛЕ НА ТЕ НААС ЭЯ 


约束 — x + x, <1 


— 2x, + 102, < 20 
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2 шах  =% 5, 
2z < 12 
3z, + 2z, < 18 
rum 2 0 
3. 设 某 工厂 生产 А,В,С 三 种 零件 ,每 种 零件 的 材料 单 耗 , 所 需 加工 工 时 ,资源 月 限 


量 及 每 件 零件 的 产值 如 表 (4-6)。 根据 实际 情况 ,A、B.C 三 种 零件 的 月 生产 产量 分 别 控制 
在 :200 一 250,250 一 280,100 一 120 件 , 如 何 安排 生产 这 三 种 零件 的 数量 ,使 工厂 的 月 产值 


最大? f 
”材料 消耗 Ckg) — 加 工 工时 (小 时 ) 单位 零件 产值 (元 ) 
a 
4.0 


4. 设 某 广告 公司 对 一 产品 所 做 广告 费 计划 为 120 000 元 ,并 选 定 丙种 广告 方式 ,第 一 
种 方式 每 次 需 2 000 元 ,第 二 种 方式 每 次 需 5 000 元 。 由 经 验 可 知 , 这 两 种 广告 方式 分 别 至 
少 实现 20 次 和 10 次 ,同时 总 次 数 不 超 过 50 次 时 ,才能 收 到 预期 的 效果 。 问 :怎样 设计 各 
种 广告 的 次 数组 合 , 才 能 使 总 的 广告 费 不 超过 预算 ? 

5. 用 二 阶段 法 求解 线性 规划 问题 。 


-max Z = 402, + 60rx, 
约束 “2z 十 4z; < 180 
32, + 2x, < 150 
Tı + z, = 57 
=>, z 22 
жы Ей 


6. 设 某 矿 有 5 个 出 煤 井 口 , 位 置 已 知 ,矿区 平面 示意 图 如 图 4-3。 在 图 示 阴影 地 区 选 


定 一 煤 处 理 厂址 ,使 之 到 各 井口 的 距离 总 和 最 小 。 
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o 
S< 


Sr + 13y = 65— 


ee 
Omni 公司 收入 与 销售 量 成 
тна 

Ж? 
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9. 茶 煤 矿 月 生产 能 力 5 ТР, Е ТЕЛИН, езд BFR, B N 4 个 


月 。 如 果 生 产 费用 为 3 元 / 吨 , 生 产 附加 由 S 万 元 /月 。 地 面 存 巡 费 1.5 元 / 吨 。 各 如 何 安 
NOEP ARS 
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#1 Зх, + 2r, +z; = 9 


Z; Z= 0, 一 1,2,3 
* 136. 


= | гіпЕ, сот, сп 
"pdfFactory" 试用 版 本 创建 ww finen 
PDF 文件 使 用 "р 


12. 计算 从 A 到 B.C.D 的 最短 路线 。 己 知 各 段 路 线 的 长 度 如 图 4-4 所 示 。 


to 
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第 五 蔓 ” 数 理 统计 模型 


数理 统计 是 以 概率 论 为 理论 基础 ,根据 试验 或 观察 得 吃 的 数据 ,对 研究 的 对 象 的 客观 
规律 作出 各 种 合理 的 估计 、 分 析 、 检 验 和 推断 . 数据 统计 包含 的 内 容 祖 当 广泛 ,诸如 统计 推 
断 , 多 元 分 析 、 试 验 设计 、 时 间 序 列 分 析 等 ,其 具体 方法 甚 多 ,应 用 相当 广泛 , 由 于 篇 幅 所 
限 ,本章 主要 介绍 随机 决策 模型 ,多 元 线性 回归 分 析 、 广 义 线 性 回归 分 析 、 方 差分 析 . 大 家 
知道 ,数理 统计 模型 的 分 析 计 算 量 相当 大 , 喷 使 用 计算 机 编程 计算 需要 的 时 间 也 相当 多 ， 
因此 我 们 提 候 用 已 有 的 计算 软件 如 :SAS .Mathematile`MathCAI 等 来 完成 这 些 计算 . 


第 一 主 随机 决策 模型 


所 请 决策 ,就 是 扒 多 个 备 选 方 案 中 ,选择 一 个 最 优 的 或 满意 的 方案 付 庄 实 施 . 决策 问 
题 依 据 在 决策 过 程 中 是 否 使 用 数学 模型 ,可 分 为 数理 性 决策 与 非 数 理性 决策 . 非 数 理性 决 
策 , 主 要 依 千 传 统 与 习惯 进行 ,或 依靠 经 验 与 直 党 进行 ,一 般 无 法 使 用 数学 模型 ;数理 性 决 
策 可 题 可 分 为 确定 性 情况 与 非 确定 性 情况 ,确定 性 决策 中 的 条 件 与 状态 是 比较 清楚 的 , 变 
动 困 素 可 以 用 确定 性 变量 来 描述 ,可 建立 确定 性 模型 来 求解 ,如 线性 规划 、 动 态 规划 等 ЧЁ 
确定 性 决策 也 称 为 随机 决策 ,一 般 可 分 为 风险 型 决策 与 定 全 不 确定 型 决策 . 

风险 型 决策 中 存在 着 非 确 定性 因素 ,决策 活动 要 考虑 几 种 不 同 的 外 部 条 件 , 也 称 为 

“自然 状态 ”, 例 如, 市场 需 求 .气候 变化 、 政 治 形势 等 , 哪 一 种 自然 状态 将 出 现 是 不 确定 的 ， 

但 每 一 种 状态 出 现 的 可 能 入 ,也 称 为 “主观 概率 ”, 有 一 个 估计 值 ;完全 不 确定 型 决策 不 仅 

存在 着 几 种 自然 状态 (与 风 验 型 决策 相同 ,而 了 各 种 自然 状态 出 现 的 可 能 性 即 主观 概率 

也 无 法 确定 (与 风险 型 决策 不 同 ). 本 节 重 点 讨论 随机 决策 模型 中 的 风险 型 决策 与 完全 不 
定型 决策 . 


一 \ 决 策 模型 


下 面 请 看 两 个 实例 ! 
例 ! 某 厂 要 确定 下 一 计划 期 内 产品 的 生产 批 朋 ,根据 以 前 经 验 并 通过 市 场 调查 和 


# 5-1 A:T 


М.О Nz( 一 般 ) 
| 30 


П Ж 
Ai 大 批量 生产 》 


АОВ) 20 
AC #t ЗР) 10 15 14 
预测 ,已 知 产品 销路 好 、 一 般 、 差 三 种 情况 的 可 能 性 分 别 为 0.4.0.5 和 0. 1 产品 采用 大 、 
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中 ,小 批量 生产 ,可 能 获得 的 效益 值 也 可 以 相应 地 计算 出 来 , 详 见 表 5-1, 现 要 道 过 决策 分 
析 , 确 定 合理 批量 ,使 企业 获得 效益 最 大 ? 

例 2 基 公 司 为 扩大 市 场 ,要 举办 一 个 产品 展销 会 ,会 址 打算 选择 甲乙 . 丙 三 地 , 获 
利 情况 除了 与 会 址 有 关系 外 ,还 与 天 气 有 关 , 天 气 分 为 晴 、 阴 ,多 十 三 种 , 据 气 象 预报 ,估计 
三 种 天 气 情 况 可 能 发 生 的 概率 为 0.2,0. 5,0. 3, 其 收益 情况 见 表 5-2, 现 要 通过 分 析 , 确 定 
会 址 ,使 收益 最 大 ，- | 
5-2 ` 单位 :万 元 


CC 
— T + |] 


№) 


Az( 乙 地 ) 
A AHD 


EARP ‚ЕШ AJLA RAA B ARARE MRI ,简称 为 状态 或 条 
件 , 如 例 1, 便 2 中 的 М.М», М, ,这 些 是 不 可 控 因 素 , 把 A Ar, As 称 为 行动 方案 或 策略 ， 
这 些 是 可 控 因 素 ,至 于 选择 哪个 方案 出 决策 者 决定 . 家 5-1 中 右 下 方 的 数字 30,15,4,20， 

20,12,10,15,14, 表 5-2 RA FIRE 4,6,1,5,4,1.5,6,2,1.2 称 为 益 损人 ,根据 这 些 
数字 的 含义 不 同 , 有 时 也 称 为 效益 值 或 风险 值 . 由 它们 构成 的 矩阵 | 


30 15 4 46 i 
М, = |20 20 12 М,= 15 4 1.5 
10 15 м 6 2 1.5 
称 为 决策 的 益 损 矩阵 或 风险 矩阵 . 表 5-1 ЯЗ 5-2 中 的 Pi, P,, P, 是 各 状态 出 现 的 概率 ， 
in R 一 般 地 ,如 果 决 策 问题 的 可 控 因素 ,即行 动 方案 用 A,G=1—m) R RAH N O =1 
V 5 ~ER N, 状态 下 采用 A 行动 方案 的 益 损 值 用 as 表示 ,Ni 状态 下 的 概率 用 p (G= 


1~n) 表 示 , 可 以 得 到 决策 逢 阵 ( 或 称 益 损 矩阵 ) 的 一 般 结 构 , 如 表 5-3 所 示 . 
Е 5-3 


易 见 , 当 n=1 时 ,决策 问题 就 是 确定 型 的 . 下 面 分 别 讨论 风险 型 和 不 确定 型 的 决策 问题 ， 
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二 、 风 险 型 决策 | 

当 表 5-3 中 的 w>1, 旦 各 种 自然 状态 下 出 现 的 概率 P.(i==1~n) 已 知 时 的 决策 问题 就 
是 风险 型 决策 何 题 , 如 例 工 例 2 的 决策 侣 题 , 均 属 于 风险 型 决策 癌 题 .求解 这 类 问题 可 以 
运用 最 大 可 能 性 准则 和 期 望 值 准则 ,也 可 采用 次 策 树 法 . 

1. 最 大 可 能 竹 准 则 

”由 概率 论 知 识 知 道 ,一 个 事件 的 概率 就 是 该 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 大 小 , 概 

率 越 大 ,发 生 的 可 能 性 就 越 大 . 基于 这 种 思想 ,在 风险 央 策 中 , 先 选择 发 生 概 率 最 大 的 自然 
状态 列 ( 不 顾及 其 它 自 然 状 态 ) ,再 从 该 列 选择 收益 最 大 (或 损失 最 小 ) 的 方案 为 最 优 方 案 ， 
这 个 准则 的 实质 是 将 风险 型 决策 问题 转化 为 确定 型 决策 问题 的 一 种 诀 策 方法 . 

例 3 应 用 最 大 可 能 准则 求解 例 1. 

ж ”因为 自然 状态 N: 出 现 的 概率 P,=0.5 最 大 ,因此 就 在 这 种 自然 状态 下 进行 决 
策 , 这 时 表 5-1 变 成 了 表 5-4, 即 变 成 了 确定 型 决策 问题 . 

通过 比较 表 5-4 中 最 右 一 列 数值 可 
知 , 采 取 A, 行动 方案 获 利 最 大 ,所 以 选取 
Az( 即 中 批量 生产 ) 是 最 优 方案 . | 

这 个 准则 用 起 来 出 较 方 使 . 但 要 注意 ， 
在 一 组 自然 状态 中 ,其 中 某 一 个 状态 出 现 
的 概率 比 其 它 状态 出 现 的 概率 特别 大 ,而 
20 它们 想 应 的 益 损 值 差 别 不 很 大 ,这 种 准则 
的 效果 是 较 好 的 . 如 果 在 一 组 自然 状态 中 ， 
它们 发 生 的 概率 都 很 小 ,而 且 互 相 很 接近 ， 
再 要 采用 这 种 决策 准则 ,效果 是 不 好 的 ,有 时 可 能 造成 较 大 的 失误 ， 

2. 期 望 值 准则 

该 准则 是 ,在 决策 矩阵 ( 表 5-3) 中 计算 每 一 方案 的 益 损 期 望 值 , 闪 中 选取 收益 最 大 值 
者 (或 损失 最 小 值 老 ) 为 最 优 方案 .第 ;个 方案 的 期 望 值 计算 公式 为 ， 


ЕСА) = ууа PP， ¿= 1 -— m. 


例 4 应 用 期 望 值 准则 求解 例 1. 

Е(А,)=30Х0.4+15Х0.5+4Х0, 1 一 19.9 

E(A,)=20x0.4-4-20X0.5+12X0.1=19.2 

ECA,))=10X0.4+15X0.5--14X0.1=12. 9 

通过 比较 可 知 ECA.) =19.9 最 大 ,所 以 采用 行动 方案 41, 也 就 是 采取 大 批量 生产 ,可 
能 获得 的 效益 最 大 ， 

3. 决策 树 法 | 

eT 性 和 可 能 结果 所 做 的 预测 用 树 状 
攻 画 出 来 (形象 地 称 为 决策 树 ) ,然后 根据 期 望 值 准则 进行 决策 的 一 各 方法， | 

(1) 单 级 决策 问题 

下 面 以 例 2 来 说 明 其 决策 步 艾 . 

。140 。 
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由 前 面 表 5-2 数据 可 作出 决策 树 如 图 5-1 所 示 . 
图 5- 中 符号 说 明 ; 
口 一 一 表示 决策 点 ,从 它 引 出 的 分 枝 叫 方案 分 梳 , 分 枝 数 反映 可 能 的 行动 方案 数 ; 
人 一 一 表示 方案 节点 ,其 上 方 的 数字 表示 该 方案 的 益 损 期 望 值 , 从 它 引 出 的 分 支 叫 概 
率 分 支 ,每 条 分 支 的 上 面 写 明了 自然 状态 及 其 出 现 的 概率 ,分 枝 数 反映 可 能 的 
自然 状态 数 ; | 
入 一 一 表示 末 稍 节点 , 它 旁边 的 数字 是 每 一 方案 在 相应 状态 下 的 益 损 值 . 
将 各 方案 节点 上 的 期 望 值 加 以 比较 ,选取 最 大 的 益 损 期 望 值 4. 1, 写 在 类 策 点 的 上 方 , 说 
RETH 4 ,方案 分 枝 中 打 有 "+ ?记号 的 表示 该 方案 被 删除 掉 或 称 剪 枝 方 案 . 


ЛОМО 0.2 A+4 


В P(N, = 0.5 A. +-6 


EH РОМ)=03 дф 


ША P(N, )=Q. 2 A +5 


И PON =0. 2 A+6 
BIL PCON,)-=0. 5 A+2 
Hiti P(N,)=0.3 A+1.2 


95-1 АЖИ 


注意 “决策 问题 的 目标 如 果 是 效益 (如 利 注 .投资 .回报 等 ) 应 取 期 望 值 的 最 大 值 .如 
果 决 策 目标 是 费用 的 支出 或 损失 , 则 应 取 期 望 值 的 最 小 值 


《2) 多 级 决策 问题 
例 5 为 生产 某 和 产品 ,设计 了 两 个 基建 方案 ,一 是 建 大 厂 ,二 是 建 小 厂 , 大 三 需要 投 
资 300 万 元 ,小 厂 需要 投资 160 万 元 ,两 者 的 使 用 期 都 是 10 年 . 估计 在 此 期 间 , 产 品 销路 


好 的 可 能 性 是 0.7, 两 个 方案 的 年 度 益 损 值 见 表 5-5. 
$ 5-5 单位 :万 元 


(а) 画 决 策 树 ( 图 5-2) 
+ 141 ° 
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340 销路 好 (0.7》 


A100 


销路 差 (0. 3) 


销路 好 (0,.7》 Аа 


销路 差 (0. 
кыз Al10 


| 
| 
| 
| 
| | 
上 一 一 10 年 一- 一 一 | 


图 5-? 决策 树 


销路 好 (0. 9) 


销路 差 (0.1) 


HRZ 0) 


销路 好 (0. 9) 


A40 


销路 差 (0. 1) Ате 


=< — — — — — — — — 


| 
| 


图 5-3 次 策 树 


(b) 计算 各 点 的 益 损 期 望 值 : | 
点 2， Го. 7 «100-0. 3х (— 20) 11004) 30060 890) = 340 万 元 
点 3; [0.7X40 十 0. 3X10]Xj0( 年 ) 一 160( 小 厂 投资 ) 一 150 万 元 
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由 此 可 见 , 建 大 厂 的 方案 是 合理 的 . 
现在 考虑 一 种 情况 : 
假定 对 例 5 分 为 前 三 年 和 后 七 年 两 期 考虑 . 根据 市 场 预测 ,前 三 年 销路 好 的 概率 为 
0.7, 而 如 果 前 三 年 的 销路 好 , 则 后 七 年 销路 好 的 概率 为 0.9, 如 果 前 三 年 的 销路 差 , 则 后 
七 年 的 销路 肯定 差 , 在 这 种 情况 下 , 建 大 厂 和 建 小 厂 那 个 方案 好 ? 
(а) 本 出 决策 和 树 如 下 (图 5-3) 
О 计算 各 点 的 益 损 期 望 值 
点 4: [0,9X100+0.1X (—20)]X7(#E)=616 
点 5; 1.0X (—20)X7(#)= —140 
m 2, 0.7X100X3( 年 ) 十 0. ?X616 十 0. 3X (—20) ХЗС) +0. 3X ( —140) 
一 300{ 大 厂 投资 )=281. 2 
点 6: [0.9X40 二 0.1X10]X7( 年 ) 一 259 
点 7: 1.0X10X7( 年 ) 一 70 
点 3: 0.7X40X3( 年 ) 十 0.7X259 十 0.3X10X3( 年 ) 十 0.3X730 
一 160( 小 厂 投资 ) 一 135. 3 
通过 比较 , 建 大 厂 仍 然 是 合理 方案 ， 
思考 题 : 若 先 建设 小 工厂 ,如 销路 好 , 则 三 年 以 后 考虑 扩建 .扩建 投资 需要 140 T 
扩建 后 可 使 用 七 年 ,每 年 的 益 损 信和 与 大 厂 相同 . 这 个 方案 与 建 大 厂 方案 比较 , 优 劣 如 何 ? 


三 、 完 全 不 确定 型 决策 


当 风 险 决策 问题 的 自然 状态 发 生 的 概率 既 不 知道 ,也 无 法 预先 估计 或 利用 历史 资料 
得 到 时 的 决策 问题 就 称 为 完全 不 确定 型 决策 问题 . 
#16 如 果 在 例 1 给 定 的 条 件 中 ,只 知道 产品 销路 有 三 种 可 能 ,但 三 种 销路 究竟 各 有 
多 大 的 可 能 性 却 不 知道 ,这 时 的 给 定 条 件 可 以 用 表 5-6 表示 . 试 确定 该 企业 采用 哪 种 批量 
生产 ,使 企业 获得 的 效 盖 最 大 ? 
为 了 对 例 6 进行 决策 ,下 面 介绍 几 种 不 确定 型 决策 准则 . 
1. 乐观 准则 
也 称 最 大 准则 或 大 中 取 大 准则 (Maxi max Criterion) ,这 种 准则 的 思想 基础 是 对 客观 
情况 总 是 抱 乐观 态度 . 具体 方法 是 :首先 从 每 一 个 行动 方案 中 选取 一 个 最 大 的 效益 值 , 然 
后 向 从 这 些 最 大 效益 秆 中 找 出 最 大 的 , 它 所 对 应 的 方案 即 为 最 优 方 案 . 
( 注 ;若是 损失 给 阵 , 则 应 取 最 小 最 小 准则 ) 
表 5-6 


中 批量 生产 A; 
小 批量 生产 А; 
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在 例 6 中 ,由 表 5-6 可 知 各 行动 方案 的 最 大 效益 值 分 别 为 ， 
тах (41) = тах (30,15,41=30 

тах {az} = тах {20,20,12} =20 

тах {аз} == пах і10,15,14)=15 


各 行动 方案 最 大 效益 中 的 最 天 值 为 
max{max aj} = max{30,20,15} = 30 

其 最 大 值 30 对 应 的 行动 方案 为 4 ,因此 用 乐观 法 的 决策 结果 是 采用 大 批量 生产 方 

ж. 
2. 悲观 准则 

也 称 最 大 最 小 准则 或 小 中 最 大 准则 (Maxi min Criterion), 这 种 准则 的 思路 是 对 客观 
情况 总 是 抱 斐 观 态度 ,万 事 总 觉得 不 如 意 . 具体 方法 是 : 首先 从 每 一 个 行动 方案 中 选取 一 
个 最 小 的 效益 值 ,然后 再 从 这 种 最 小 效益 值 中 找 出 最 大 的 , 它 所 对 应 的 方案 即 为 最 优 方 


3 | 

ОЕ REPARER, ИДУ ЛУ ЖЕШ) 

在 例 6 中 ,由 表 5-6 可 知 各 行动 方案 的 最 小 效益 值 分 别 为 : 

тіп (21) =min{30,15,4}=4 

тіп (а) = тіп (20,20,12) =12 

тіл {аз} =min(10,15,14) =10 

各 行动 方案 最 小 效益 中 的 最 大 值 为 

max {min аз} = тах{4,12,10} = 

pet ак 

Жж. 


3. 等 可 能 性 准则 

也 称 理由 不 充分 准则 ,这 种 准则 的 思想 是 ， Бика лел п Бата 
(概率 ) 的 大 小 ,就 认为 各 自然 状态 出 现 的 可 能 性 相同 ， В РОУ) G=) ,然后 按 风 
险 型 决策 的 方法 进行 决策 . 


在 例 6 中 , 取 PCN)) 一 部,j 一 1,2,3, 计 算 各 行动 方案 的 期 望 值 为 ， 

кАз=зох+-+15х1+4х4=® 
ECA)=30X--415X-yT4X 5 3 
ECA) =20х $+20X ++ 12X 


E 
3 
ECAs ш-н ии мае 


ШЕ 
не ipuy amal hn вено. 
4. 折 中 准则 
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也 称 乐 观 系 数 准则 ,这 个 准则 的 特点 是 ,对 客观 条 件 的 估计 既 不 那么 乐观 ,但 也 不 悲 
观 , 而 是 根据 历史 数据 的 分 析 和 经 验 判断 确定 一 个 “乐观 系数 "a€ 50,1] ,然后 对 每 一 个 行 
动 方 案 作 如 下 计算 ， 

折 中 效益 值 = a x 最 大 效益 值 十 (1 一 a) х 最 小 效益 值 
= a max {а} + (1 — а) тіп{а,;) 
Е А ТОК РЕВ БТА ATARAR Ж. 
注 ; 如 果 考 虑 的 足 损 失 值 , 则 
折 中 损失 值 = атаа) + (1 — e) max {ay} 

易 见 a 二 1 ERREN, а=0 是 悲观 准则 . 

今 取 a 二 0.7, 以 例 6 来 说 明 . : 

折 中 效益 值 Е, =0. 7 Хттах{30,15,4} +0. 3Xmin(30,15,4) =22. 2 

折 中 效益 值 E,=0.7x max(20,20,12) +0. 3X min(20,20,12) =17. 6 

折 中 效益 值 Е,=0. 7х max110,15,14) +0.3X min(10,15,14) =13. 5 

Wr чт P he Kë 

max(22. 2,17. 6,13. 5} = 22.2 

易 见 ,用 折 中 准则 的 决策 结果 是 采用 大 批量 生产 方案 ， 

5. ННЯ МЕЛ | 

决策 者 制定 决策 之 后 , 若 情况 未 能 符合 理想 , 必 将 有 后 悔 的 感觉 ,或 者 感到 遗 做 ,所 以 
ЖОН ИШИ. 这 种 决策 准则 的 出 发 点 是 将 每 种 自然 状态 的 最 高 值 ( 指 收益 定 阵 ， PAE 
阵 玫 最 低 值 ) 订 为 该 状态 的 理想 目标 ,并 将 该 状态 中 的 其 他 值 与 最 高 信 相 减 所 得 之 差 , 称 
为 未 达到 更 想 之 后 寺 值 . 后 性 准则 就 是 在 决策 对 尽 基 减 少将 来 的 后 性 ， 具体 征 法 是 ,首先 
将 每 一 种 自然 状态 下 的 最 大 收益 减 去 其 他 收益 , 即 由 收益 拓 凡 求 得 后 悔 矩阵 ;再 从 每 一 个 
行动 方案 中 找 出 最 大 后 悔 值 ;最 后 从 这 些 最 大 后 悔 值 中 找 出 最 小 的 , 它 所 对 应 的 方案 既 为 
RENTE. 


仍 以 例 6 来 说 明 ， 
首先 从 收益 矩阵 计算 出 后 悔 矩阵 , 见 表 5-7. 
表 5-7 


41( 太 批量 生产 ) 
Az( 中 批 基 生产 ) 
AURERE) 
AAE 
A KWR EP) 
ACHRE) 
А СМЕР) 


аа НЕНЕН, ВЛА МИЕ БЕН 66—172 ЈАНЕ АИО 
数 ,第 1 行 ( 天 批量 生产 ) 为 16, 第 2 行 ( 中 批量 生产 ) 为 10, 第 3 行 (小鬼 明 生产 ?为 20, 再 
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Jae g KS НИВ Hip M 
min{10,10,20}) = 

所 以 ， ER МИЯ 产 即 为 最 优 方案 . 

6. 意愿 准则 

” 当 备 选 方案 数 自 很 多 时 ,可 以 用 意愿 准则 进行 初 选 ,淘汰 车 干 方 案 . 具体 说 就 是 :决策 
者 根据 自己 所 有 的 资源 条 件 和 经 营 目 标 ,对 方案 的 收益 值 规 定 一 个 最 低 限 ( 或 对 方案 的 投 
资 规 定 一 个 最 高 限 ), 凡 超过 规定 限额 的 方案 均 子 淘汰 ,然后 在 剩 下 的 方案 中 再 进行 决策 . 

比如 例 6, 若 规定 收益 值 艺 10, 则 海 汰 方案 4,, 因 为 A: 在 N, 时 的 收益 为 4<10; 若 规 
定妆 益 值 关 12, 则 唯一 可 供 进 一 步 选 择 的 方案 只 有 Ar 

对 于 不 确定 型 的 决策 问题 ,采用 不 同 的 决策 准则 所 得 到 的 结果 并 非 完全 一 致 ,由 于 没 
有 一 个 统一 的 评比 标准 ,所 以 难以 判别 那个 准则 好 ,那个 准则 不 好 ,究竟 在 实际 问题 中 采 
用 那个 准则 ， уйлен нн ад) 当然 ,为 了 改进 不 确定 型 决策 ,必须 设 
法 获得 各 种 自然 状态 发 生 的 可 能 性 ,以 便 使 决策 的 结果 可 能 更 合理 ~- 些 . 


二 节 ”多 元 线性 回归 分 析 


在 现实 生活 中 ,变量 与 变 景 之 问 经 常 存在 一 定 的 关系 . 一 般 来 党 ,变量 之 他 的 关系 可 
以 分 为 两 大 类 ,一 类 是 确定 性 的 关系 ,这 种 关系 通常 用 函数 来 表示 , 例如 ,已 知 圆 的 半径 
r, 那 么 圆 的 面积 s 与 半径 7+ 的 关系 就 可 用 函数 关系 :5 二 rr 来 表示 ,这 时 如 果 取 定 了 > 的 
值 ,S 的 值 就 会 完全 确定 了 . 另 一 类 是 非 确 定性 关系 ,例如 ,人 的 体重 与 身高 之 间 的 关系 就 
是 非 确 定性 关系 . 一 般 来 说 ,身高 越 高 ,体重 越 大 ,但 是 身高 相同 的 人 体 带 往往 是 不 相同 
的 , 再 如 ,钢材 的 强度 与 钢材 中 含 菜 种 元 素 的 含量 ,纤维 的 拉 伸 倍数 与 强度 ,降雨 量 , 气 温 、 
施肥 量 与 农作物 的 产量 等 均 属 于 这 种 关系 . 变量 之 闻 的 这 种 非 确定 性 关系 通常 称 为 相关 

回 妇 分 析 就 是 数理 统计 中 研究 相关 关系 的 一 种 数学 方法 , 它 就 是 通过 大 量 的 试验 或 
观测 ,发现 变 量 之 闻 关 系 的 统计 规律 ， 

为 了 研究 方便 ,我 们 考虑 一 个 变量 受 其 它 变 量 影响 时 , 仍 把 这 变量 称 为 因 变 量 , 记 为 
7, 其 它 变量 称 为 自 变量 , 记 为 X ,这 时 相关 关系 可 记 作 

Y = ек) +6 (5.1) 

Ep SDA Хес, ЖЖ Y 的 均值 , 即 

/(х) = ЕСУ|Х = х) 

EIOH Y X$ X ЕНИ, ЖҮ 5 f(z) 的 偏差 , 它 是 一 个 随机 变量 ,并 假定 
Е(&)=<= 0. 

“Rya” . 词 始 于 英国 统计 学 家 盖 КЖ (Galton) fi ДИ (Pearson). 他 们 研究 儿子 的 
ВУ 与 其 父母 亲 的 平均 身高 XX 之 间 的 关系 ， 通常 双亲 的 平均 身高 较 敌 时 ,其 子 的 身高 
也 较 铸 ;双亲 的 平均 身高 较 高 时 ,其 子 的 身高 也 较 高 ,但 是 他 们 发 现 ,如 果 双 亲属 于 高 个 类 
(高 于 1000 多 对 夫妇 的 平均 身高 ) 时 ,其 子 比 他 父亲 更 高 的 概率 会 较 小 ;相反 地 ,如 果 双 类 
属于 低 个 类 时 ,其 子 比 他 父亲 更 禾 的 概率 也 较 小 . 所 以 ， 平均 身高 偏 高 或 偏 敌 的 双亲 , 共 子 
的 身高 都 有 有 一 种 “向 中 心 回归 ”的 现象 ,基于 这 个 事实 , 盖 尔 登 把 所 求 找 述 儿子 与 双亲 身高 
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关系 的 直线 称 为 回归 直线 . 

回归 函 煞 可 以 是 一 元 函数 ,也 可 以 是 多 元 函数 , 即 

Y = f(ryxar z.) +E (5.2) 

其 中 Лов) = E(Y|X,=x,,X,= r, X u= Ln) A m 元 回归 逊 数 , 统 称 为 
# ля. | $ 

ОА SC z En) PH m= 1, E E — TRYER 3k, ДТУ RE 
н> BEZ IRER, MI AEE TRER A: ПНВ 8 A Certas z.) EAE 
法 此 函数 , 则 称 为 是 非 线 性 回归 . 对 非 线 性 回归 ,经常 采用 线性 化 的 方法 来 处 理 . 所 以 , 目 
萄 研究 最 多 的 是 线性 回归 , 且 假 定 Xu,Xz,…,X。 和 了 了 均 服 从 正 态 分 布 . 回归 分 析 的 任务 
УХ, ДЕЕ Н ЕЗ (5. 20И Н Оо оо, ze) 从 而 对 所 研究 的 相关 关系 作出 所 
这 的 预测 和 控制 ， | 


一 、 多 元 线性 回归 的 数学 模型 


多 元 回归 模型 的 应 用 是 相当 广泛 的 ,例如 , 某 种 商品 的 销售 量 可 能 爱 收入 水 平 ,风俗 
习惯 .产品 质量 ,价格 ,宣传 广告 等 多 种 因素 的 影响 ; 某 种 产品 的 质量 可 能 受 生产 该 产品 时 
的 温度 .湿度 、 压 力 、 原 材料 的 质量 和 有 害 成 份 的 含量 等 影响 :工人 的 劳动 生产 率 可 能 受 学 
历 .智力 水 平 .情绪 的 稳定 性 和 才能 等 因素 的 影响 ; 某 城 市 的 用 水 量 可 能 与 该 城市 的 人 口 
数 及 工业 总 产值 有 关 , 诸如 此 类 的 关系 ,可 以 通过 多 元 回归 分 析 摸 型 进行 研究 . 

下 面 先 看 一 个 实例 ， 

би 某 造 纸 公 司 会 计 部 门 根据 长 期 积累 的 资料 发 现 , 公 司 每 月 管理 费用 у 与 工人 
的 劳动 日 数 z, 及 机 器 的 日 平均 开工 台数 c 有 关 , 现 将 某 年 的 1 一 10 月 份 的 数据 整理 于 
表 5-8, 试 研究 管理 费用 与 工人 的 劳动 日 数 和 机 器 的 日 平均 开工 台数 的 关系 - 


表 5-8 e 
"n 劳动 日数 机 器 平均 开工 台数 
> x: 22 
5 13 
9 28 4 15 
10 2? 43 15 


一 般 来 说 ,劳动 日 数 越 多 ,管理 费用 越 高 ;机 器 平均 开工 台数 越 多 ,管理 费用 越 高 ,于 
是 可 以 建立 线性 回归 模型 
„147° 
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= b: + ту + b;z, + £ (5.3) 
其 中 Ee)=0,D(e) 一 0 ыс 是 未 知 参数 ,为 了 估计 这 些 参 数 ,将 表 5-8 的 什 
代入 模型 (5. 3) ,得 线性 模型 
у = б + biz, + bali + €, 
Ele) = 0, Cov(ese)= 002 (,ј = 1 10 
кыны ЕП i 
= b, + b,z, + brt + "е + b,z, + E (5.5) 
其 中 ,zi， 33° Мт bo 为 常数 ， фу br “bs 为 回归 系数 ， Bo brs bas “bn Ж 
ТК borbi sbre ,bw 为 回归 参数 ,一 旦 回归 参数 确定 ， 则 多 元 线性 回归 模型 就 完全 确 
定 .一 般 假定 随机 误差 s 一 N(0,c 
为 了 得 到 回归 参数 的 估计 值 ,就 要 对 变量 进行 观测 ,假设 对 变量 的 ninm) KARIR 
测 数据 为 


(5.4) 


(y: „Жаза Zi) i =] — n, 
则 这 些 观测 数据 应 满足 式 (5. 5)* 即 有 
у = b + rn 十 十 ролт 
J 2 = b, + bita + +. + В), 十 Є; (5. 6) 
| Yn = ba + бух + ы + бХ. + En 
yth Е(є)=0,Соу(е зе) = 0,0 1.717 
= Y= Cy, rE RS MET: ia СА +b, ganz sba) E= (= 1655 n из) дя 
l Zn Ду | Zim 


1 Tn Ze ` Tm 


l Xn Za ` Хн) ахти) 
则 多 元 线性 回归 的 数学 模型 式 (5， 6) 可 以 写成 矩阵 形式 f 
Y= XR +e (5.7) 
其 中 Е(е) =0,Уаг(е) == L,. 
二 ,参数 的 最 小 二 乘 估计 
为 了 获得 参数 8 的 估计 ,我 们 采用 最 小 二 乘法 , 即 选择 8, 使 
Q( = >; 
= gg. 
| = (Y — XB)" (Y — XM) (5.8) 
EA ЖЛ. 
HADH 8 求 导数 并 令 其 为 零 , 得 
T = 2Xr(Y ХВ) = 0 
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ар ХХВ = Х'Ү 
T. = ХХ, | 

f ІЙ = XTY (5. 9) 

方程 65. 9? 称 为 正规 方程 , ЖР X 5 ях (lm 十 1) 阶 矩阵 ,一 般 假定 rank (X)=m-+-1, 

让 线 性 代数 理论 可 知 , 工 =X7X 为 满 秩 矩 阵 , 它 的 秩 rank (也 ) 一 和 十 1, 则 正规 方程 (5.9) 有 


= ІКТ (5.10) 
我 们 来 证 明 (5. 10) 式 中 的 有 为 参数 向 量 8 06 АЕР ASTHHE EEEREN 
ЖЕЙ. 


从 式 (5.8) 知 ,对 性 意 的 8 
Q = (Y — XY — Хр) 
则 有 
Y — XOY — Ха) = [CY — XP) + x(Ë— MYY — xP) + XB В] 
二 和 
+ (Y — хут в) + (0 Вуху — KP) > (Y — XAY — XÀ) 
上 述 证明 过 程 中 应 用 了 如 下 结果 
(#— вхт Ой 0) = XQ- ВУХ Ой 0] 22 0 


CY — XBR й В) = TX rxtx B) 
= X — үх) p) = 0 
ЖЖ EILIZO 时 ,证 明了 式 (5.10) 中 的 多 是 8 的 最 小 二 乘法 信 计 量 . 
在 实际 工作 中 , 常 称 
ja A + Pis +. =Ë bau (5.11) 
为 经 验 线性 回归 方程 
三 .最 小 二 和 蒋 法 估计 量 的 性 质 
首先 我 们 在 假定 ЕС) = 0, Маг(е) = 01, 的 条 件 下 ,探讨 一 下 由 式 (5. 10) 确 定 8 的 最 
小 二 张 法 估计 量 АШКЕ. 
1. 有 是 8 的 线性 无 偏 估计 量 ， | 
À A A s 
证 ; АЕ LU XY, EA b SEE yo y 的 线性 组 合 ,因而 5b 是 5 的 线性 估计 
量 ,此 时 称 是 8 的 线性 估计 量 . 
ЕСЙ) = ЕП! ХТУ) = L~IXTECY) 
= Т/%Х'Е(Х@ +£) 
= L-1X7[X8 + ECe)] 
= ХХВ = 8 
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БОЕ беа) 


即 
A 
2.、8 的 协 方差 矩阵 为 eL) Вр 
р) = Fcis 
A A 
Cov()b,,b;) = ос... (t, J = 0,1,2, + 1) 
其 中 L' = С = (c; mt Ux сн) 


证 : 记 B=L X", W = ВУ 
Cov(ĝ,ĝ) = Е{ГВҮ — ВЕ(Ү)]ГВҮ — BET) 


. = B+ Е([У — E(Y)JLY — E(Y) J7} B" 


= В. øl, < BT 
= LXT + aI, (ІХ) 


= PL 


性 质 2 告诉 我 们 ,用 最 小 二 乘法 求 出 的 诸 回归 系数 bobodo b, 之 间 存 在 相关 性 ， 
进一步 可 以 证 明 
A А 
3. B 是 ЛОВЕН ВЕРАН А НЕ А АЖ НУ 
差 达到 最 小 . 


现在 我 们 用 式 (5.9) 和 (5. 10) 计 算 例 1 
n Ta Ух 


L = ХХ = У Уа рэя 
ie] ] Ы i=l 
X za Ула >=, 
i=l i i=] 


10 441 147 
= |441 19461 6 485 
147 6 485 2113 


У» 
| а 272 
ХҮ = 2 tay: = | 12 005 
e: 4 013 
ST xay; 
=] 
工 的 行列 式 
10 441 147 
|1| = |44} 19 461 6 485 | = 1 508 
147 6 485 2173 
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工 的 伴随 阵 


233528 一 4998 — 882 
-es 121 -a 
— 882 — 23 129 
T Ag [EE | | 
| 233528 — 4998 — 882 
I = m= “ahi 4998 121. 一 } 
— 882° —23 129 
BR 
b. 233528 — 4998 一 88211272 
b| = 工 -:X-Y = "i 4 998 121 一 23 h 005 
~ — 882 -23 129)[4013 
— 13, 819 63 
= | 0. 563 66 
1.099 47 


于 是 ?对 zx 及 zx; 的 级 性 回归 方程 
yi 819 63+0. 563 ббх + 1. 099 47x;, 
用 这 个 方程 可 预测 管理 费用 ,例如 ,劳动 日 数 为 42 个 单位 ,机 器 日 平均 开工 台数 为 
13 个 单位 , 则 可 预测 管理 费用 为 
узе 13.819 63 + 0. 563 66 X 42 + 1. 099 47 X 13 = 24.1472 


四 ,多 元 线性 回归 方程 的 显著 性 检验 
从 上 面 的 参数 估计 过 程 可 以 看 出 ,对 于 一 批 观察 数据 


(Yis Ens Bizs 0201) s i=l]~n 
不 论 它 们 是 否 具有 线性 关系 "总 可 以 利用 最 小 一 乘法 建立 起 多 元 线性 回归 方程 
= A + is + PA +t A z: 

但 是 了 与 у.х... НЕНЫ ЕІ 回 归 方程 的 效果 如 何 呢 ? 这 就 要 . 
进行 “整个 回归 效果 是 否 显 著 ?" 的 检验 , q == =ы„=0 у У zu zao z, 没有 关 
系 ,回归 模型 没有 意义 ,于 是 我 们 要 检验 H. bi =b,= = b,=0 ЙУ. ` 

# Ha 成 立 , 则 zzz 对 ?没有 影响 ;友之 , 若 Но У zu z o z, А у 
有 影响 ,此 时 y 与 zu z z, 的 线性 关系 显著 ,也 称 为 整个 回归 效果 显著 . 但 要 注意 , 即 
使 整个 回归 效果 是 显著 的 ,y 也 可 能 只 与 某 几 个 x; 关系 密切 (相应 的 吉 显 著 不 为 零 ), 而 
SALA х 关系 不 密切 (相应 的 p. 为 零 ). 这 就 是 说 ,多 元 线性 回归 除了 首先 要 检验 “整个 
回归 是 否 显 落 " 外 ,还 要 逐个 检验 每 一 个 刀 是 否 为 零 , 以 便 分 辨 出 哪些 x, 对 у 并 无 显著 影 
响 , 最 后 ,还 要 对 各 个 如 作出 区 间 估 计 . 

为 Май 区 间 估 计 ， 可 以 证明 итал 

Q) 二 Q~x Cn— —m—1), R Q 5; Бб, " bn 独立 
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Ён 


- > (y, — у)? 
则 称 忆 为 总 变 差 或 称 为 y 的 离 差 平方 和 .1 可 进行 如 下 分 解 ， 
-Sy Se nae 

这 里 Q= 也 (y 一 y) 称 为 残 差 平方 和 . 

U= Ў) г У 称 为 回归 平方 和 . 
iz ЕЕ 

称 为 剩余 标准 差 或 估计 的 标准 差 . 

由 于 以 不 变 , 当 然 希 望 Q 越 小 越 好 , 即 U 越 大 越 好 . 因此 ， 定义 复 相关 系数 (complex 


correlation coefficient) 
, UY _ h82 
R=/; l 1, 


当 观 察 值 y БЕ а ДИЯ М ШЕН Q= 0,R= 1,25 x= R= R=0, -AR 
情况 下 ,RR 的 数值 在 0 与 1 之 间 - 

. 复 相关 系数 及 的 定义 ,类 似 于 两 个 变量 时 的 相关 系数 的 定义 ,但 要 注意 , 复 相 关系 数 

UB EE. 在 两 个 变量 时 ,有 正 相 关 与 负 相关 之 分 ,在 多 个 变量 时 ,就 没有 这 一 说 了 ,所 
í 只 取 正 值 ， 


(2) Æ b =b = =bn = 0 的 条 件 下 
~ Em) 


к 


二 Fm т 1 
97 (0 = т 1) т = пни ) 
A 
р, —b, _ (b — by с _ G, -h _ 
(3) &= ~tln—m— i), Е i уа a F(l,n—m—1) 
бо?” $ 


t=1,2, 71 
RE с CSL ФАНЕ. 
利用 上 述 几 条 结论 ,可 进行 下 列 检验 、 佑 计 和 预测 . 
(1) 回归 显著 性 检验 (FE 检验 ) 即 整个 回归 效果 是 否 显 车 性 检验 . 


若 整个 回归 效果 不 显著, 即 全 部 回归 系数 为 零 , 因 此 , 设 原 假设 Hub =b = 一 bm 一 
0. 若 Н. AEM 
,namiU n-m-1, È . 
Е 一 а © ЛЕЎ: Е(т,п — т р) 


HAE H, PREN F (8 Ж ЖР АКАЗА НЕ MAE R АЕ ЖЕЛЕ Р.>, Оп, 


们 ”和 判 用 正规 方程 组 , 安 卫 乘积 项 求 和 为 堆 
• 152 ° 
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"一 下 一 1 时 拒绝 原 假设 ,认为 回归 效果 显著 ;否则 认为 回归 效果 不 显著 ， 

(2) 单个 回归 系数 为 零 的 检验 (t 检验 ), 即 菜 个 自 变量 是 否 对 因 变 量 有 显著 性 影响 的 
检验 . 

在 多 元 回归 分 析 中 可 能 出 现 y 与 所 有 自 变量 的 总 体 是 有 相关 关系 的 ,但 y 与 某 个 特 
Д з, 则 可 能 无 关 , 即 z, 对 y 并 不 起 作用 或 者 已 被 其 它 的 =, 的 作用 所 代替 ,为 此 设 加 个 
原 假设 | 

| H, = 0, = 1,2... 

HAK OB: E 

2 

而 当 HRE |е, | ЖЛЕ ЖИЗ, ATERN ER МОН а 6 Сат 1) 

时 ,否定 Н. НАЗУ з I у 是 有 作用 的 , 若 某 几 个 zx. 是 有 作用 的 ,而 另 儿 个 x; 是 不 起 作 


t, 一 ~ tín — m — l), = 1.2,:" ,1 


单个 回 妇 系数 是 否 为 零 ,也 可 以 用 下 检验 , 即 若 H AA iE 
F == = —FO,n — m— 1), = 1,2, m 
ШЧ 之 (C1,n 一 m 一 4) 时 ,拒绝 原 假设 , 即 认为 x; 对 y 的 影响 是 显著 的 ;否则 认为 xz; 对 
y 的 影响 是 不 显 着 的 . 
(3) 对 如 的 区 间 估 计 . 


A 


b;—b; 
ass 
因而 如 的 1 一 a 证 信 区 间 为 
[| Uredba 
| 其 中 d=is (п-т 1) * Мы 5 
(4) yo 的 95 色 预测 区 间 近 似 为 (% 一 25 ,yo 十 25), 其 中 
> = 3, + Бүл, + ылы 中 buton 
例 2 ” 某 种 水 泥 在 凝固 时 放出 的 热量 y( 卡 / 克 ) 与 水 泥 中 下 列 4 种 化 学 成 份 有 关 . 
х.:3Саб + ALO, УЛС > f 
х,:3Са0 + SIO: НЛК С ) 
х4:4Сао + АО, • Fe,O, 的 成 份 (和 %) 
х.:2Сао * 5:0, RRCA) i 
现 记录 了 13 组 数据 , 列 在 表 5-9 中 ,根据 表 中 的 救 据 : š 
(1) 求 y 对 Z (rT Ка rT 的 线性 回归 方程 ， 
2) 进行 回 妇 的 显著 性 检验 . 


Ni 


由 于 


—t(n—m—1) 
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$ 5-9 


ж 5 %(%) 2364) УСЕ) 
ЗНС |> НИ БЕГЕН = 
6 1 55 9 ` ` 109.2 
8 31 22 44 72.5 
10 21 . 47 4 26 115.9 
11 40 23 34 83.8 


下 面 介绍 -- 下 用 Math cai 软件 求解 例 2 的 步 又， 
1° 在 DOS 下 打 入 可 执行 文件 名 MULTREG( 回 车 ); 或 者 在 Math cai 子 目录 下 
{ТА CA1, 然 后 选择 多 元 线性 回归 也 可; ` 
2° 按 [F51, 建 立 一 个 新 的 数据 文件 . 
列 数 (1 一 99) 一 一 输入 变量 总 数 5( 回 车 》 
行 数 (1 一 999) 一 一 输入 样本 观察 次 煞 13《 回 车 》 
进入 数据 编辑 窗 中 ,开始 输入 数据 ,输入 数据 的 格式 如 下 : 


k o _ К. „зз Tn Y 
1.51 хи 
2.52 НЫ 
п.п ре 


Hh, да (1,2060, ја 1.2077 от) ОАА, ;/ Н ЖЕШ > 的 观测 值 ,y; 
(=1,2,…,n) 是 第 i 次 观测 时 因 变 量 Y 的 观测 信 ,S.(i 一 1,2,…,n) 是 图 像 图 示 时 ,表示 
第 次 观测 的 标记 ,如 不 写 入 , 则 在 图 像 显 示 时 ,用 数字 1,2,… 败 示 各 次 观测 . 

数据 输入 完毕 ,可 按 [F2] 存 盘 . 按 [Esc] 退 出 数据 编辑 窗 , 返 回 主 菜 单 .( 详 见 数据 编 


辑 窗 中 各 键 功能 的 说 明 )， 
3” 在 主 菜 单 中 , 按 -F9], 开 始 运行 ,进行 多 元 线性 回归 运算 ， 
自 变 量 的 个 数 4 
样本 观测 次 数 _ 13 
+ 154 ° 
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ж 8 


样本 标准 差 


样本 均值 样本 方差 修正 样本 方差 HEFER 
д 7.461 54E+00 3.194 08E+Ol 3.460 26E+Cl 5.651 62E+00 5.882 39E+00 
т 4.815 38E+01 2.235 15E+02 2.42141E+02 1.49504E+01 1,556 09Е+-01 
= 1.176 92E+01 3.786 98E+Ol 4.10256E+01 6.153 85Е+00 6.405 13E+00 
саф ` 8.000 00Е+01 2.586 158+02 2.801 6784-02 1.608 15Е+01 1.67382E+01 
Y 9.542 31E+01 2.08905E+02 2.263 14E+02 1.14535Ё+01 1.504 37 巨 十 01 
显示 样本 相关 阵 ? (Y/N) Y 
` 样本 相关 阵 
21 x: T3 ”>* o. Y 
' ж 1. 000 000 
т 0.228 579 р. 000 000 
жу 0.824 134 —0.139 242 1. 000 000 
z, —0 245 445 — 0,972 955 0.029 537 1. 000 000 
y —0.730 717 0.816 253 —0.534 871 —0. 821 305 1. 000 000 
(D У= В+ Валу Воло + B,z, 
(2) Y= В. БВ В.т, 
(3) Y=B, ж z w у, ж ойн 
(4) Y= z x ry w = w нн 
(0) 退出 | . 
键 人 1,2,3,4 或 0 1 
У= В+ Ву Врз Ваха (m=4) 
i ñ: Bo 一 6, 240 536 9E+01 
Bi=1.551 102 6Е-+00 
В,=5.101 675 88-01 
Ву=1. 019 094 0 有 一 01 
i B =- L. 440 610 3Е--01 
显示 图 像 ? Y/N) N 
Y 的 样本 观测 值 ,估计 值 和 残 差 
Yo Y YY Y | Y үү 
i 7.850 0Е+-01 7.849 50+01 4. 76—03 8 7.250 0Е+01 7.567 5E+01 —3.17E+00 
2 7.430 0Е+01 7.278 9+0] 1.51Е+00 9 9.310 0Е+0] 9.172 28-01 1.3800 
3 1.043 0E+02 1.059 7E+02- 1. 67E-+00 10 1,159 0E+02 11562E4092 2.82Е—01 
4 8.760 08 十 01 8.932 7FE-01—L78E400 [1 8.380 0Е+01 8.180 9E+0O) | 1.93E+00 
5 9.590 0Е+01 9,564 9E+0] 2.51Е—01 12 1.1330E+02 1.123 З3Е+02 9.73Е—01 
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6 1.092 0E+902 1.052 ?E+02 3.93E409 13 1.094 0502 1.116 9E+02 —2.29E+00 
7 1.027 05 十 02 1.041 5E+02—1.45S£-+ 00 


残 差 平方 和 (剩余 平方 和 ) 一 4. 786 363 9Е 4-01 
倘 计 的 标准 差 二 2. 446 008 0E 十 00 
多 重 相 关系 数 ( 复 相关 系数 )==0. 991 148 6 
临界 值 
FF(4,8) 分 布 统计 量 F=111 479 Fw=3.838 Е, 一 7.006 
将 计算 结果 存 入 数据 文件 ? | Y/N) 
从 上 述 计算 结果 易 见 , 同 归 方程 ` 
у= 62.405 4 十 1.551 1z; + 0. 510 2z, + 0. 101 9х» — 0. 144 1л, 
ВТЕ F=111.479> Fao (4,8) = 3. 838, РР a (4,8) == 7. 006, 所 以 ,回归 效果 是 极 
AERAN. 


第 三 节 “多项式 回 归 模型 及 广义 绕 性 回归 模型 


一 、 多 项 式 回归 模型 


由 于 任 一 连续 函数 都 可 以 用 多 项 式 函 数 通 近 , 所 以 在 实际 问题 中 常用 多 项 式 函 数 进 
行 回归 . | | 
例 1 在 对 树龄 x 和 树 的 高 度 y 的 观测 中 得 如 下 资料 见 表 5-9. 


表 5-9 


2 3 4 Š 6 7 8 g 10 11 
12.8 17.8 19.9 21.4 22.4 


23.2 


10.4 15.3 


我 们 选取 一 元 二 次 多 项 式 
Y = b, + biz + рл? + Е,Е — N (0.62) (5.12) 
来 拟人 台 它 , 试 求 其 回归 方程 
人 能 令 zi 一 zz 一 z, 则 模型 (5， 12) 可 改写 成 
Y= ba + уху + бох» 4 &, ~ М(0, 0°) 


这 是 一 个 二 元 线性 回归 模型 . 
仿 多 元 线性 回归 模型 的 计算 方法 ,可 解 得 
hai =j; 33,b,=3. 二 11 
FEY XF = 的 回归 方程 为 
эы 1.33 + 3. 46x — 0.112? 
为 了 进行 显著 性 检验 , 设 原 假设 He: 机 二 如 一 0, 而 


n—m—lU 


F = д 
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= 997.9 
ПЕСМЕ. 002.7) = 4.74.81 R>Foe(2,7), 故 拒绝 好。 即 认 为 回 妇 效果 是 显著 
的 . 
ТИ ТОЛ ах. 
它 的 一 般 形 式 为 
Y = b, + bz + bat + + + b,” + EE ~ N(0,o2) (5.13) 
初 看 模型 (5. 13) 不 是 线性 回归 , 因 自 变量 中 含有 震 函 数 ,但 由 于 未 知 参 数 如 ,5 ，…， 
bm 都 是 线性 出 现 的 ,因此 , 今 
д = z,z, = E оь == д" 
则 模型 65. 13) 就 变 成 为 多 元 线性 回归 模型 , | 
Y = b, + һа + b,z, + + + b,z, + E (5.14) 
КАПШЕ ЕЧ накыл бр ыш шаа 
多 项 式 回归 还 有 许多 推广 的 形式 ,例如 : 
(1) y=brtbhr ат 
(2) у= ort hr + +b,z"+CLn° 
(3) у= Ezp(b, +-biz+b,z°+- e tbn) 


(4) у= Етра H etb" tHE) 
(5) у= Ezb(b; thir t bhi t Бр.) 


上 述 模型 的 共同 特点 是 未 知 参 数 都 是 以 线性 形式 出 现 ,所 以 都 可 以 采用 恒 等 变换 像 
模型 (5.13) 化 为 模型 (5. 14) 一 样 化 为 多 元 线性 回归 模型 ， 


二 ,广义 线性 回归 模型 
АУЕ 

= f(b + ҺЕ, (2,2, х.) + е '+%,Е, (2,2. ° y ZA )) (5.15) 
其 中 ;y= de 个 不 含 未 知 数 参 数 的 一 元 函数 ， BAREM: 


уо == g(y) 
Fr tar Tn) (j=1,2,." pE x) ,Ys， ak 的 不 含 未 知 参 数 的 多 元 函数 . 
广义 线性 回归 模型 的 回归 系数 的 确定 主要 是 从 自 变 量 toto stn MAZE y 的 > 
组 观察 值 
(Ta, Eim Yi) st = 1,2,""" n 
НЕИН borbi b, 的 估计 bordone bott 
Q = Уво) — (b, + b Fi (ха ya Хы) + "° + ЬЬЁ,„(таухаз Ein) J | 


ЖЕ. 
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此 时 也 就 是 邻 
| = go (y) 9 


h = F Ge i z. ye) 


j = F lzi 1z """ pe 
И 
Ү = % + biti + kasa + bats (5. 16) 
这 样 就 把 广义 线性 回归 模型 化 为 多 元 线性 回归 模型 . 
例如 y=aj+asinaz-4-bceoso,zT+T+a,sino,z--b,coso,z 


这 里 w ,ep，… ,ww 为 已 知 的 常数 ,就 属于 广义 线性 回归 异型 
三 ,最 优 回归 模型 的 选择 


很 多 实际 问题 中 ,例如 气象 预报 .地 震 预报 等 , 自 变 量 个 数 多 得 惊人 ,过 多 的 自 变 量 不 
仅 给 数据 的 收集 .计算 带 来 很 大 凡 烦 ,而且 多 个 昌 变 量 之 间 往 往 会 产生 线性 相关 或 近似 线 
性 相关 关系 . 这 种 相关 关系 , 称 为 " 复 共 线性 ” 复 共 线 性 的 存在 ,会 使 得 回归 分 析 的 误差 增 - 
大 ,得 到 不 合理 的 结果 ,甚至 使 计算 溢出 ,元 法 求 得 问 妇 分 析 间 题 的 解 . 所 以 ,我 们 总 是 希 
望 从 众多 和 白 变 量 中 挑选 较 少 的 一 些 变量 ,建立 “最 沈 ” 的 间 妇 模型 .所谓 “最 优 ” 的 回归 模型 
有 两 个 方面 的 含义 :一 方面 指 方 程 中 要 包含 所 有 的 有 显著 作用 的 自 变量 ; 另 一 方面 ,希望 
自 变 量 的 个 歼 尽 可 能 地 少 , 因 为 自 变 量 过 多 ,使 用 起 来 不 方便 ,而 且 引 入 了 无 意义 的 量 , 反 
而 会 使 回 妇 方程 的 稳定 性 降低 ， 

为 了 解决 这 些 问题 ,就 产生 了 一 神 平 要 的 新 的 方法 , 即 逐 步 回 归 法 , 它 是 一 种 能 避免 
由 复 共 线性 产生 的 不 良 影响 的 回归 分 析 方 法 . 其 基本 思想 是 :不 取 全 部 自 变量 作 回 归 ,而 
是 从 一 个 含 自 变量 的 方程 出 发 ,通过 膛 步 引入 和 其 除 ,从 全 部 自 变量 中 和 逃 取 一 部 分 和 变量 
年 回 归 , 既 要 使 残 差 平方 和 尽量 小 ,又 要 如 纤 引 入 过 多 的 自 变 量 ,以 致 产生 复 共 线性 现象 . 

下 乔 简 单 介绍 一 下 数学 原理 ， 

设 有 za 十 1 个 变量 yotir z, 的 nn 次 观察 值 ,用 回归 模型 (p<<m) 

f x= b, + bz, + ° + b,z, 
来 表示 它 ,得 回归 方程 
| = Еа s 
REFIK U , И ЕЗ 88281 
3 y= b, tha toe + biti + biitin + е + b,z, 
ЖЕ Е.К H r e 
J= b: + b: wi + Ba T ыхы sp sss я Бух, 
和 回归 平方 和 О, l) 
S, = U — О, А 
称 为 偏 回归 平方 和 . 车 z 可 用 其 余 自 变量 线性 表示 , 则 忌 与 U, AMATA. Т 5; 应 当 
很 小 , 所 以 当 从 下 检验 中 发 现 S: 很 小 时 ,我 们 就 可 以 从 P 个 自 变量 中 删除 它 . 类 似 地 ,我 
们 也 可 以 检验 зое z. 中 的 自 变量 是 否 应 当 深 到 回 妇 模型 中 去 ， 
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逐步 回归 的 具体 做 法 是 :事先 给 定 一 个 引入 变量 的 下 水 平 界限 Rs 和 一 个 删除 变量 
的 下水 平 界限 Fn, 首先 在 所 有 尚未 引进 方程 的 自 变 晤 中 , 找 出 F; 信 最 大 的 一 个 ,如 果 F, 
之 ,就 引入 自 变 量 zx, 然后 在 所 有 已 引进 方程 的 自 变量 中 , 找 出 F 值 最 小 的 一 个 ,如 果 
Е.Е, МЕЕ x. 这 样 逐步 引入 、 删 除 ,直到 方程 外 没有 一 个 自 变量 的 F; 大 于 
Е, ,方程 内 没有 一 个 自 变量 的 F. 小 于 F... k. 

在 逐步 回归 中 ,检验 作用 显著 的 临界 值 严 像 一 个 好 坎 , 它 的 值 取 大 些 , 进 入 回归 方程 
的 变量 就 会 少 些 ,反之 就 会 多 些 . 

在 实际 计算 中 ,为 了 六 免 出 现 一 个 自 变量 反复 引入 、 人 删除 .循环 不 止 的 现象 ,事先 给 定 
的 水 平 界限 必须 满足 F.2>F..220. 另外 ,为 了 避免 引入 自 变 量 后 产生 复 共 线 性 ,使 回归 分 
煌 计算 误 益 增 大 或 溢出 ,还 必须 事先 给 定 一 个 容许 值 的 水 平 界限 Tof(0<Tol 委 0.1) ,在 
逐步 回归 过 程 中 ,如 果 引 进 一 个 自 变量 时 ,计算 公式 中 分 母 的 绝对 值 小 于 了 OL 就 不 引进 
这 个 自 变量 . 

例 逐步 回归 在 生猪 生产 决策 中 的 应 用 . 

影响 生猪 生产 的 原因 很 多 ,为 寻找 影响 生猪 生产 的 原因 , 现 搜集 整理 了 某 市 1980— 
1990 年 共 11 年 的 粮食 产量 .生猪 外 调 量 、 鲜 鱼 产量 .家 禽 产量 ,猪肉 销售 价格 和 生猪 出 栏 
量 的 统计 数据 ( 见 表 5-10) , 试 采 用 逐步 回归 的 方法 ,研究 影响 生猪 出 栏 量 的 多 元 线性 回 
妇 模 型 ,并 据 此 对 未 来 的 生猪 生产 进行 预测 ， 


ЖЕ 5-10 


粮食 产量 
ло) 


НЕТ 生猪 出 栏 
(元 /公斤 ) {万 头 ) 


1981 219. 91 270. 42 153.30 834 ` 222.09 
1982 229.53 230. 72 120.73 817 218.81 


1983 258.44 250. 58 188. 05 | эв | гон | 237.02 
1984 305.76 241.72 1161 263. 19 
T TAE КҮТ =m 


1987 2. 827 313. 25 
1988 1 148 321. 91 


1. 建立 数学 模型 | 
逐步 回归 就 是 从 与 Y( 因 变量 ) 有 关 的 变量 中 选取 对 了 АЮ РАНИ ЖЕНЕ А 
模型 .为 此 ,选取 生猪 出 栏 量 作 因 变量 Y, 用 直接 影响 生猪 生产 的 粮食 产量 n MINE 
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го АР х, ЗЕР EL xi, 猪肉 售 价 z; 作为 自 变 量 . 

假设 上 一 年 度 各 自 变量 的 变化 影响 下 一 年 度 的 
了 一 站 ren) (5.17) 
[一 一 年 份 ,i 二 1,2,3,4,5 ` | 

对 于 某 些 变量 ,这 一 点 是 显然 的 . 例如 + REE), Е ЗЕ Е 
的 粮食 消耗 至 关 重 要 , 若 其 对 生猪 饲养 有 影响 ,自然 应 是 上 一 年 而 不 是 本 年 度 的 粮食 产量 
在 起 主要 作用 ,其 它 因 素 也 是 如 此 . 

为 寻找 出 影响 生猪 出 栏 量 的 关键 变量 ,设计 多 元 线性 逐步 回归 模型 来 拟 合 生猪 出 栏 
量 的 关键 变量 ,设计 多 元 线性 逐步 回归 模型 来 拟 合生 猪 出 栏 量 与 各 自 变量 z, 的 数量 关 
系 ,其 模型 形式 如 下 。 


Y, = b + Уаш . (5.18) 
i=! 


Жн 7 一 一 第 :年 的 生猪 出 栏 量 ; 
xia-v 一 一 第 (1 一 1) 年 的 粮食 产量 ， 
的 \ 调 量 ; 
Xiu- 一 一 第 (一 1) 年 的 鲜 钥 产量; 
а-о ЖООИ ГЕ; 
зао ОЕ АВН: 
biih i=1,2,3,4,5. 
2. 应 用 逐步 回归 求解 模型 
2.1 先 考 虑 一 个 自 变量 
人 们 普遍 认为 粮食 产量 n 是 生猪 生产 的 气候 表 , 故 首先 引入 xz, 此 时 (5. 18) 变 为 
y = b, + bz, 
EJ | 382, ЖА ШИЯ) Ж 
y=— 135. 82 + 1.762, 
2-0. 40 ,这 表明 ,对 于 生猪 出 栏 量 来 说 ,粮食 产量 只 解释 了 总 变 差 407. 
以 上 结果 并 不 象 人 们 一 般 地 认识 那样 ,生猪 生产 最 主要 地 取决 于 粮食 生产 状况 ,严格 
“ 好 说 ,可 以 认为 当 粮 食 减 少 到 某 一 临界 范围 时 , 即 只 能 满足 人 们 生活 的 基本 必需 时 , 才 有 
可 能 对 生猪 生产 产生 决定 性 的 影响 ， 
2.2 为 简便 起 见 ,所 同时 引入 其 余 5 个 变量 ,(5. 18) 变 为 
y = b, + hz, + bix + bit + bz, + bsz; 
下 面 利用 Math cai 软件 求解 该 问题 ， 
1° 在 Math cai 子 目录 下 打 入 eai, 进 入 逐步 回归 ,选择 操作 练习 《 回 车 》; 
2 ЩЙ. 
回归 方程 Y 了 =f(B, 二 BiZ[1J 十 … 十 B,ZLp】) 
回归 方程 中 变量 Z 的 个 数 p(1 一 24) 
本 题 输入 回归 方程 中 自 变量 z 的 个 数 5( 回 车 ), 进 入 表达 式 输入 窗 只 : 
+ 160 ° 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. Ё і пергі пі. сот, сп 


ADEVE Y= (B+ B,Z[1)+---+ B,Z[ D 
写 入 图 数 表达 式 ZUJ FX] Xin; ЈЕ. P 


1:1 


ЗК TEALA HAE rst uvw АР ЛС ЕЕЕ, Л.А, С 
可 使 用 标准 函数 :Sqr(z) 一 好 Sart(z)=V r Abs(x)=|x| Ехр(х) =е* 


Lnlr) Sin(x) Соѕ(х) Arctan(z) 一 Arctgz Pi=r max(z z) minr» 


xı) 
FEIRER Пн Л Аз н EN: 
回归 方程 Ү=Л‹В„+В,7[1]-++ + B,ZLp] 
- 写 入 函数 表达 式 <[/):= FAXU ee Xm; j=l, 
Zí1]:= x[1]; 
Z[2]: = ХЇ2}; 
Z[3J: = Х[3]: 


2Z[4]:=XL4]; 
7{51,= ХЇ51; 


6:1 


. 按 [Escj 退 出 ,进入 下 一 个 窗口 : 
回归 方程 了 = 了 (Bo 十 BZ[19 十 … 十 B62[Lp) . 
写 入 函数 表达 式 Y = yo， 


1:1 


在 上 面 窗口 中 输入 函数 表达 式 ， 


Y, = Ү,; 


按 fEsc] 退 出 ,进入 下 一 个 窗口 . 
”回归 方程 Y= В+ BZL1]+-:+RB,Z[ pJ) 


写 人 函数 表达 式 оН раа 
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1! 


在 上 面 窗 口中 输入 Y 一 Yo ЕЖА: 
Y,: == Y, 


Ес рё H. _ 
3° 按 fF5] 建 立新 的 数据 文件 ,( 若 已 有 数据 文件 , 按 LF3J 打 开 既 可 ) 
出 现 询问 : 列 数 (1 一 99) 一 一 输入 变量 总 数 6( 回 车 ) 
行 数 (1 一 999) 一 一 输入 样本 观测 次 数 11( 回 车 》 
进入 数据 编辑 窗口 中 ,输入 数据 格式 如 下 ; 


Y 
210.29 


222. 09 


218. 81 
237, 02 
263.19 ` 
277. 74 
272.42 
313. 25 
321. 91 


330. 09 
335.82 


按 {F2] 将 数据 文件 存盘 ;数据 文件 名 B:STEPREG. DAT RER 
[Ese hE Ф. ; 

4° 接 LFE9j] 运 行 ,显示 结果 如 下 : 

数据 文件 名 _ B:STEPREG. DAT 


变量 ХМ 5 
变量 Z 的 个 数 5 
样本 观测 次 数 _ 11 
ж Ж ВНА Ве BERENE Илин ИЕН 
ZO Ш т _ тєк O PETT A — — ——— 
Z1 2.356 94E+02 2.136 94E+02 2.35064Е+02 1.461 83E+01 1.533 18E+0]. 
22 2. 188 20Е+02 5. 296 47Е +03 5,826 115-03 7. 277 68E+Q1 7. 632 90E+01 
73 2.406 77E+ 02 5.093 66E+-03 6.703 03 五 十 03 7. 806 19Е+01 8.187 20E+ 01 
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74 1.077 5504-03 3.880 10Ё+-+04 4.26811E+04 1.95980E+02 2.06594E+02 


25 2.575 27E 00 1.194 ЗЗЕ+00 1.31376E+00 1.092 8584-00 1. 146 20E+00 
у: 2.781 57Е-- 00 1.987 08E+03 2.185 79E-+03 4. 457 6764-0. 4.675 245 10] 
к ААЭ М: (Y/N) Y 
样本 相关 阵 
= zz 23 ЕУ Ya 
z 1. 000 000 
z 0. 324 306 1. 000 000 
23 0. 432 378 0. 809 721 1.000 000 
' 0.406 297 0. 864 818 0. 955 130 1.900 000 
ЕА 0.430 211 0. 558 086 0. 892 427 0.781 377 1. 990 000 
Yo 0. 388 855 0.765 355 0. 983 090 ` 0.909 935 0.927 515 Г? 600 000 
按 任意 键 继续 …… 


(1) Y=f(8B,+BZ[i]+B,Z[2]+--- + B,Z[ pJ) 
(2) Y= /(B.Z[1]+ B,Z[2]+--- 6 B,Z[p]) 


(0) 退 出 
键入 1,2 或 0 к 
输入 1( 也 就 是 选择 回归 方程 为 Y= В, Ву, Ва, Вз Ва, Ву) 
显示 | 
引入 变量 的 严 水 平 界限 Fn 1 
删除 变量 的 下 水 平 界限 Fout 0.5 
容许 值 的 水 平 界限 Tol(0 一 0. 1) 0. 0001 


СБЕЖАЛИ И F ЖКО УЧЫ Fin 中 的 І, НЕЧЕ AS F ОР ЯЕ Fout 中 的 0. 5,2 
许 值 的 水 平 界限 Fol 中 的 0. 0001 由 操作 者 任意 输入 ) 


Ү=}08+В12[11]+8:2[2]—°+ BZD (P=5) 


В, =2.7297545Е +02 


B =0 То] == 1. 000 000 Е,= 1,636 761 644-00 
В.=0 f Tol= 1. 000 000 F; =1:.295 761 5SE+01 
B:=0 Tol= 1. 000 000 i Fa s=2, 609 084 3E+ 02 
B.—0 Tol=i. 000 000 F i=4.401 160 4E£+01 


Bs=0 Tol=1. 000 000 Fs=5.281 352 6E-=01 


Y= (В+ BıZ[1]+ p,Z[2]+- +B ,Z[PJ) (P=5) 
8 


В,= 1. 3708771E+02 
B.=0 | Tol: 0. 813 050 Fi =3. 313 217 3E+01 
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Б›=0 Тоі=0. 344 352 F:=5. 824 148 3 五 一 91 


五 ;一 5, 646 056 4 五 一 0L 天 3 一 2. 609 084 3E+02 


© BO Tol=0. 087 725 F, =2. 901 815 84-00 


Ps=0 Tol=0. 205 807 Fs=4. 080 838 0£+00 


Y=f(Bot BıZ[1]+ BaZ[2]+ e + BZP) (P=5) 


= 1. 400 417 0E+02 


Ву=0 Tol=0, 796 463 Fi=9. 814 565 9£—01 
B=) Tol=0. 206 920 Fs=2. 060 545 1E—01 


Ву= 4, 448 816 5 五 一 01 Ез=4. 475 091 4E—01 


В,=0 ` Tol=0. 061 821 F,=6. 569 261 SE—01 
Bs =9. 63? 149 4E+00 F;=4. 080 838 0E+00 
显示 图 像 ? (Y/N) Y 
Y HERRN. (УЧА ЗЕ 
А A d 
Y Y YY . Y Y үү 


1 2.102 924-02 2. 145 ЗЕ+02 ~4,24E+00 7 2.724 2Е+02 2.773 58-02 —4. 93Е+-00 
2 2.220 9Е+02 2.237 3Ё+02 — 1.64Е+-00 8 3.132 56-02 3.028 15+02 1.04Е+01 
3 2.188 1Е+02 2. 094 3Е+02 9.385400 9 3.219 15 十 02 2.161 4Е+02 5. 77 五 十 00 
4 2.370 2Е4-02 2.439 8E+02 —6. 96E+00 10 2.2009Е+02 3.413 ЗЕ+02 —1.12Е+01 
5 2.631 94-02 2.656 4E+02 — 3.45Е+-00 11 3. 359 2Е+02. 3. 313 3E+02 4. 59 -1-00 
6 2.777 АЕ--02 2.754 5Е+02 2, 29 五 十 00 


残 壮 平方 和 (剩余 平方 和 ) 一 4.881 000 7E 十 02 

估计 的 标准 差 =9. 880 284 1E 十 00 

多 重 相关 系数 ( 复 相 关系 数 ) 二 0. 988 897 9 . 

将 计算 结果 在 入 数据 文件 ? Y/N) 

若 输入 Y, 可 将 已 计算 的 结果 存 入 一 个 新 的 数据 文件 ; 

ey N ,又 返回 到 下 列 状 态 ， 

(у= f(B,+ B,Z[1J+ B,Z[21+ -. + B,ZL p] ` 

(2)Y=f(B.Z[1]+ B,Z[2]+---+ B,Z[ pJ) 

(0) 退 出 

键入 1,2, 或 0_ __ 

键入 1 或 2 后 , 玉 ,可 重新 输入 引入 变量 的 F KERR Fin, ЖЕЕ F Ж ЖЇН Fout 
及 容许 值 的 水 平 界限 Tol ,比如 ,分 别 输入 0. 5,0. 150. 000 01, 显 示 结 果 如 下 : 


引入 变量 的 下 水 平 界 限 Fin 0.5 
删除 变量 的 F JK RIK Fout 0.1 
FERRET Tol(0—0.1)___ 0. 000 01 
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Y=f(B+ В,.Г1]+ 82122: +B, ZD (p=5) 


Bo=2. 7297545Е+ 02 


B =0 То! = 1. 000 000 Еу=1.636 761 624-00 
В.=0 Тој = 1. 000 000 Е=1.295 761 55 十 02 
B, =0 Tol=1. 000 000 F= 2. 609 084 3EE+01 
В,=0 То! = 1. 000 000 F.=4.401 160 4£+01. 
Bs=0 Tol—1. 000 000 Еу= 5.281 352 654-01 


Y= f(a +B ZU] 52[2]+- + BZP] (P=5) 


da= 1. 370 877 1E+ 02 


B =0 То! =0. 813 050 Р,=3.313 217 ЗЕ+01 
в 0 Tol=0. 344 352 Е,=5.824 148 3Е—01 
Вұ= 5. 646 056 45 — 01 F, = 2.609 084 3 五 十 02 
B. Q Tol=0. 087 726 F =2.901 815 8E+ 00 
В,=0 | Tol=0, 205 807 F,=4.080 838 0E-r00 


Y=f(B:+ Bi2Z[1]+B,Z[2]+' +B ,Z[P]) (P=5) 


Ву= 1. 400 417 054-02 


D =0 То]— 9, 796 163 F =9.814 565 92—01 
b:=0 То1=0. 206 920 Fa =: 2.060 545 1E—01 
Ву= 4. 448 816 5E—01 F, =4, 475 091 42—01 
B =0 Tol==0. 061 821 Е,= 6. 569 261 5SE—01 
Bs = 9. 637 149 46+ CO Еъ= 4. 080 838 0Е--00 


Y= В+ B, Z[1]+ B,Z[2]-----CB,Z[P]) (P=5) 


Ву=1. 789 626 4Е+02 


Ву= — 1. 790 496 4E--01 F =9. 814 565 93Е—01 
五 :一 0 To!l=0. 206 315 Къ=2. 528 762 ТЕ--01 
Ву=4. 508 963 16—01 Ез 4.548 438 0E+01 
B,—0 Tol=0. 061 573 F, =5.494 539 75—01 
bs=1.031 997 5E+01 | Fs=4,573 515 8E+Q0 


Ү=(В-ЕВ2Г1])+В,712]+'+В,20Р]) (P=5) 


B= 1.947 151 5Е4-22 


B=—1.702 633 6E—01 | Fi=8.270 454 1E—01 
B=0 Tol=0. 190 329 Е;==5. 182 527 ТЕ—01 
Вз= 5.691 900 1Е—01 | Ез=1.071 171 1E+01 
B= — 3. 696 683 8E—02 F. =5.494 539 72—01 
Ву= 7.912 429 GE+00 Fs=1.?66 663 ZE+00 


y=fcB.+-B.Z[1]+ B,Z[21---- + B ZUP) (Р=5) 
人 OOo 一 


Во= 1. 94: 192 0Ё-Е02 
Ву — — 1. 755 902 ЗЕ — 01 1:8. 078 198 32—01 
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B, =5. 763 204 2E—02 
Шу= 5.215 398 1E—01 
н,= —& 781 662 6E.-02 
Ds— 1.088 561 ОЕ+01 


Fs=5. 182 527 7E—01 
Ку=7. 298 839 2E+00 
К,=1. 799 868 3E-—01 
Fs=2. 142 909 1E+00 


Ети? | (Y/N) 
УВЕ ЖЭЛ А, tHE 
7 Ў ү Sa Y ү-ў 

1 2.102 9Е+02 2.163 25-02 —6.03Е+00 7 2.724 2E+02 2.760 1E+02 —3.59Е+00 
2 2.2209Ё--02 2.278 5Ё--02 -5 76E£+00 8 3.1325Ё-+02 3.075 58402 5. 70Е+00 
3 2.188 1F£-4 02 2.979 1Е+02 1.99Е+01 9 2.219 1Е-4-02 3.195 8E+02 3. 3354-00 
4 2.370 2 天 十 02 2. 397 9E+02 --2.77Е+00 10 3.300 9E+02 3. 384 75—02 —8. 38 天 十 00 
5 2.631 9Ё+02 2. 601 2É-+ 02 3. 07Е +00 11 3.359 2 五 十 02 3. 312 5E+02 4. 67E +00 
б 2.77774E+02 2.788 9E+02 1.15Е+00 


yg: Jy СЕУ) = 3. 553 360 9E 十 02 

ЕО НЕЗ = 8. 430 137 55-00 

多 重 让 关系 数 ( 复 相关 系数 ) 二 0. 991 930 0 

将 计算 结果 存 入 数据 文件 ? 

АМЫ ЖГ: 

ЖО АЗ FERIE Fin 二 1, 删 除 变 量 的 下 水 平 界限 Рош =0. 5, Д7 E 
归 方 程 为 | | 


(Y/N) 


Y= 140.041 7 + 0.444 88z; + 9. 637 1492; 

从 逐步 问 归 方程 可 见 , 影 响 生 猪 出 栏 量 了 的 主要 因素 是 猪肉 售 价 ,其 次 是 猪肉 的 将 
Кр РЕ. i 

将 1990 А О ARA ERA EA a| SN] 1991 年 的 生猪 产量 

Yi = 231. 33( 万 头 ) 

车 下 引入 变量 的 下 水 平 界限 Fin 一 0.5 ,删除 变量 的 下 水 平 界限 Fout=0. 1, WEP 

区 归 方 程 为 ; 
y — 194.119 2 — 0.175 59z, + 0. 057 6322, + 0.521 539 8л 
— 0. 047 816 бл, + 10. 385 612; 
输入 不 同 的 Fin 和 Four, 可 以 得 到 不 同 的 逐步 回归 方程 ， 
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方 兼 分 析 是 分 析 试 验 数据 的 一 种 亚 要 方法 , 在 科学 试验 和 生产 实践 中 ,影响 一 事物 的 

国 迷 往往 是 很 多 的 ,有 的 因素 影响 可 能 大 些 , 有 的 因素 影响 可 能 小 些 ,那么 在 诸多 因 熔 中 

生 么 米 确 定 那 些 因素 对 产品 指标 有 显著 影响 ?例如 ,在 工业 生产 中 ,产品 质量 指标 受 诛 料 、 
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设备 ,技术 水 平等 因素 的 影响 ,在 农业 生产 中 ,农作物 的 产量 受 种 子 ,水 分 ,肥料 等 因素 的 
影响 , 为 了 增加 产量 .提高 质量 ,就 要 从 诸多 因素 中 找 出 哪个 因素 或 哪些 因素 有 显著 的 影 
响 ,以 及 在 怎样 的 状态 下 其 影响 最 大 ,这 就 需要 进行 试验 .方差 分 析 就 是 根据 试验 的 数据 
进行 分 析 , 鉴 别 各 有 关 因 素 对 试验 结果 影响 的 一 种 有 效 方法 . 为 什么 叫 方差 分 析 呢 ? 因为 
它 把 一 组 数据 的 总 变 差 分 解 为 若干 种 成 分 ,与 这 些 成 分 中 每 一 种 成 分 相 联 系 的 是 某 一 符 
殊 变 差 的 来 源 , 而 在 分 析 中 有 可 能 确定 每 一 特殊 变 差 对 总 变 差 贡 献 的 大 小 ,所 以 这 种 分 析 
方法 称 为 方差 分 析 . 它 不 仅 在 各 项 具体 工作 中 ,如 气象 预报 农业 试验 、 工 业 、 生 物 学 、 医 学 
等 领域 有 广泛 的 应 用 ,而 县 它 的 思想 已 经 渗透 到 ui sa 学 习 方 差分 
析 不 仅 要 掌握 其 体 方法 ,还 要 领会 它 的 统计 思想 . 

方差 分 析 的 内 容 很 多 ,本 节 将 主要 介绍 单 因 素 试 验方 差分 析 和 双 因 素 试 验方 差分 析 ， 


一 \ 单 因素 试验 方差 分 析 


下 交通 过 实例 来 说 明 方差 分 析 的 基本 思想 . 

例 1 某 电 光源 开发 公司 用 四 种 不 同 配料 方案 制 成 的 灯丝 生产 了 四 批 灯 雹 . 在 每 一 
批 灯 炮 中 随机 地 抽 若 于 只 作 寿 命 试验 ,得 数据 如 过 5-11 所 示 . 问 灯 丝 的 不 同 配料 方案 对 
灯 炮 寿命 有 无 显著 影响 ? 

如 果 这 四 种 配料 方案 对 灯 雹 的 使 用 寿命 没有 显著 影响 ,我 们 就 可 以 从 中 选取 一 种 最 
经 济 的 配料 方案 ;如 果 有 显著 影响 ,出 希望 知道 郧 一 种 配料 方案 比较 好 . 


5-11 


А\ | 1600 1610 165 0 168 0 1700 1700 1780 


Аз 164 0 155 0 160 0 162 0 164 0 160 0 1740 180 0 


例 2 考察 实验 室 一 小 时 内 ,在 不 同 电流 强度 下 得 到 的 电解 铀 的 纯度 ,对 每 种 电流 强 
度 各 做 了 5 次 试验 ,分 别 测 得 其 含 杂质 率 数据 见 表 5-12. 试 判断 电流 强度 对 电解 铜 的 杂 
质 率 是 否 有 显著 影响 ? | 
| Җ$ 5-12 
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这 两 个 例子 和 以 前 回归 分 析 的 何 题 不 同 . 首先 它 只 是 考察 某 种 因素 (配料 方案 ,电流 ) 
在 一 系列 试验 中 对 产品 的 某 个 指标 (寿命 ,杂质 率 ) 的 影响 是 否 显著 ,而 不 要 求 建立 回归 方 ， 
程 ;其 次 ,这 些 因 素 只 是 一 种 属性 ,不 是 定量 的 (如 配料 方案 ) , 即 或 是 定量 的 (如 电流 ) 但 其 
数值 也 不 作为 回归 中 变量 的 观察 值 ,而 只 是 代表 一 种 试验 方案 ;最 后 , 当 因素 确定 后 ,可 以 

、 作 重复 的 试验 

在 试验 中 ,我 们 将 所 要 观察 的 数量 指标 称 为 试验 指标 ,如 例 1 中 的 寿命 , 例 2 中 的 杂 
质 率 ;影响 试验 指标 的 条 件 称 为 因素 (或 因子) ,用 大 写字 母 4.5.C 表示 ,如 例 1 中 的 配料 
方案 , 例 2 中 的 电流 ;因素 所 处 的 状态 称 为 水 平 ,如 例 1、 例 2 中 的 4 Az Aa A IKER 
以 A,、As、… 、B1.B,… 表 示 . 出 于 因素 水 平 的 不 同 而 引起 的 试验 指标 的 差异 , 称 为 条 件 误 
E 诠 在 同一 水 平 下 ,由 许多 我 们 不 便于 控制 或 者 根本 无 法 控制 的 偶然 因素 所 引起 的 试验 
指标 的 差异 , 则 称 为 试验 误差 或 称 为 随机 误差 ， 

如 果 一 项 试验 中 ,只 有 一 个 因素 变化 ,其 它 因素 保持 不 变 的 话 , 称 为 单 因 素 试验 , 单 因 
烷 试 验 的 方差 分 析 就 是 分 析 单 因 素 试验 中 我 们 所 关注 的 因素 的 变化 对 试验 结果 是 否 有 显 
ОЦИ. ; 

对 于 例 工 来 说 ,进行 试验 时 , 除 制 成 灯丝 的 配料 方案 这 一 因素 外 ,其 它 的 因素 如 生产 
条 件 都 应 保持 不 变 , 对 于 每 一 个 确定 的 水 平 ,虽然 配料 不 变 ,生产 条 件 相同 ,但 灯泡 的 使 用 
寿命 是 一 个 随机 变量 , 所 以 ,四 种 配料 方案 下 的 使 用 寿命 仍 看 成 是 来 自 四 个 总 体 X... X. 
X, X. 更 确定 这 四 种 不 同 的 配料 方案 对 灯泡 的 使 用 寿命 有 无 影响 ,也 就 是 要 确定 这 妈 个 | 
总 休 是 否 具有 相同 的 分 布 . 假定 用 这 四 种 不 同 的 配料 方案 制 成 的 灯丝 生产 的 灯泡 的 寿命 
都 近似 地 有 版 从 正 态 分布 , 且 具 有 相同 的 方 莹 , 即 

X,— Мону.) j= 1,2,3,4 
划分 析 用 四 种 不 同 的 配料 方案 制 成 的 灯丝 是 否 会 显著 地 影响 灯泡 的 使 用 寿命 ,实际 上 就 
是 检验 具有 相同 方差 的 轨 个 正 态 总 体 的 均值 是 否 相 同 , 即 检验 假设 
Ho = но = из = [А 

一 般 地 ,假设 因素 4 有 ;个 水 平 4 Arn An EKE Aj(j 二 11,2,"… 5) 下 ,进行 ло 
2) 的 重复 独立 试验 ,得 到 л, 个 数据 хул эл, (AR 5-13). 假定 它们 是 来 和 具有 相 
同方 差 如 ,均值 为 jC 二 1,2、… „ОДЕА Мио?) „за? RAL 且 证 不 同 水 平 A; F 
的 样本 之 问 相互 独立 . | 


表 5-13 
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Hi T хул“ Миз» ) ; 妈 有 zy N(0,a2) „й LiT hj 可 看 成 是 随机 误差 
记 лое. z; RIS H 
| Шу а 
16 ~ МО0,о°) (5.19) 
| B s MEAN s.at SIRIEN: 
(5.19) 式 称 为 单 因素 试验 方差 分 析 的 数学 模型 
判断 这 个 因素 对 试验 指标 的 影响 是 否 显著 就 是 要 检验 
Нуш = = == р, 
方差 分 析 的 基本 思想 就 是 通过 对 条 件 误差 和 随机 误差 的 比较 来 判断 假设 H, 是 否 成 
м. 如 果 条 件 误 善 比 随机 误差 大 得 多 ,我 们 就 认为 因 吾 4 的 不 同 水 平 对 试验 结果 有 显著 
影响 ,从 而 拒绝 Ho 如 果 条 件 误差 与 随机 误差 的 数值 差别 不 大 , 则 认为 因素 A 的 不 同 水 
平 对 试验 结果 没有 显著 影响 ,就 接受 Ho 
为 了 研究 条 件 误 差 和 随机 误差 ， 下 面 对 试 验 数据 的 总 离 差 平方 和 (也 称 误差 平方 和 ) 
p= F Уз (zi; 一 _ ту 


1 i=] 


其 中 2= 155), 
j=l tl 
进行 分 解 , 为 此 令 
并 = Уя, 
іл 
ҳл 
em 2 г Оц) 
~ 1 "j 
` т. = Dz, 
Шр 
则 


„ЎЎ z+ GD] 


j=) i=) 


=S YS РИ PISS — Z.) (z., — z) + ее 


J=] :=" j=l i~t J=1 i=l 
而 上 式 中 第 二 项 | 
ҮЗ 1 ›@,-® = 2316, -DD ;) 
j=l i=} 
=} Dez, — nrj) = 0 
于 是 ,我 们 可 将 sr 分 解 成 
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$r = sz sa 
s "j 
一 = й Ë 
+. $£ = b? >; (х,; ee Z.;) : 
其 中 j-\ iel 


зА = > У (Z.; 一 Ж) = У. — т)? 

sz 表示 在 水 平 A; 下 ,样本 值 与 组 内 平均 值 的 差异 У B РЧ К ЗЕКЕ Jr fl 2k #Н N 2 
平方 和 , 它 是 由 随机 误差 引起 的 ;jss 表示 在 水 平 А; 下 的 各 组 平均 值 与 总 平均 值 的 郑 异 , 称 
为 组 问 离 差 平方 和 或 因素 A 的 离 凑 平方 和 , 它 是 由 水 平 A 及 随机 误差 所 引起 的 . 一 般 
地 ,车 4 的 水 平 不 同 引 起 钓 条 件 误差 即 py 间 的 差距 显著 时 ,sa 就 会 大 ;反之 , 当 А 引起 的 
条 件 误 差 不 显著 时 ,54 就 会 小 . | 

可 以 证 明 :(1) sr 的 自由 度 为 4 一 1,ss 的 自由 度 为 4 一 s, 且 зу уН H ГОМ 3) sa 
的 自由 度 与 se 的 自由 度 之 和 , 妈 з, 的 自由 度 为 ;一 1. 

(2) 当 Н. АЁ, ЕП =u, =-= u, 时， 


52/65 — 1) _ 
Ке = pO Da 5) 


其 中 s 一 1,n 一 s 分 别 是 sa 和 sx 的 自由 度 ， 
车 假设 H, 为 真如 ( 间 的 差 中 不 大 时 , 则 因素 А 的 各 个 水 平 对 总 体 的 影响 应 其 不 
多 ,sa 中 也 应 只 含有 随机 谋 差 ,因而 .FF 的 值 不 应 太 大 ,如 果 玉 的 值 很 大 ,超过 临界 值 
Е, WEAGE Н, MUK p 之 间 有 显著 差异 ;着 下 之 Foo 时 , 称 为 有 高 度 显 著 差 异 , 或 
4 因素 高 度 显 著 . 
上 述 分 析 的 结果 常 排 成 表 5-14 的 形式 , 称 为 方差 分 析 法 . 
3⁄ 5-14 


F.G— 1 n —s) 


З 5-14 的 计算 可 用 Math cai 软件 方便 地 算出 . 下 面 以 本 节 中 的 例 1 说明 计算 方法 ， 
1° 在 DOS 下 打 入 可 执行 文件 名 YARIANA (RE); | 
2° 按 [F5] 建 立 一 个 新 的 数据 文件 ,出 现 询问 : 
列 数 (1 一 99) | 
输入 各 水 平 重复 观测 次 数 中 的 最 大 值 8， 回 车 ， 
行 数 (1 一 999) 
输入 因子 4 的 水 平 数 4, 然 后 ( 回 车 ， 
进入 数据 编辑 窗 ,开始 输入 数据 ,输入 数据 的 格式 如 下 : 
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А 7. z7 . 


1740 


数据 输入 完毕 , 按 fFE2] 存 盘 , 按 [Esc] 退 出 数据 编辑 窗 ,返回 主 菜 单 ; 
3” 在 主 菜单 中 , 按 [F9. 运 行 ,出 现 子 菜单 ; 
(1) 单 因子 方差 分 析 
《2) 无 重复 观测 不 考虑 交互 作用 的 双 因 子 方差 分 析 
43) 有 重复 观 测 考虑 交互 作用 的 双 岗 子 方 状 分 析 


H Ж 


《0) 退 出 
键入 1,2,3 或 0 
键入 1, 开 始 方 差分 析 计 算 , 显 示 结 果 如 下 : 
《 单 因 子 方 差分 析 》 
因子 4 的 水 平 数 4 
k +: 复 复 观测 次 数 В 
А: 5 
Аз 8 
А; 6 
总 均值 二 1.6373E 十 03 
ee HEDER 
A 4.436 1E+04 3 1.478 7 天 十 04 
х ® 1.513 je 十 05 22 6.879 6Е+03` 
` 总 和 1. 957 `E+05 26 7.828 5E+03 


将 计算 结果 存 和 数据 文件 ? 
若 存 人 数据 文件 ,键入 Y, 并 输入 数据 文件 名 ,和 否则 键入 N. 


在 方差 分 析 表 中 的 下 统计 量 2.149 小 于 下 分 布 的 临界 信 К = 3. 049 ,说 明 因素 A 
PATHE. ЛУД Б И Но = u = py = ду. 由 四 种 不 同 的 配料 方案 制 成 的 灯丝 对 灯泡 


寿命 没有 显著 影响 . 


平方 和 
1. 6800Ё-Е03 2.8600E+ 04 
1.6620E+ 03 1. 6880E+ 04 
1.6362E--02 8.518?Е+ 04 
1.5683Е--03 2.0683E+ 04 
F 值 Foos Ë Foo 
2.149 3.049 4.817 
(Ү/М№) 


二 .无 重复 不 考虑 交互 作用 的 双 因 素 试验 方差 分 析 


前 而 介绍 了 单 因素 试验 方 分 析 , 但 实际 上 在 许多 实验 中 常常 有 儿 个 因素 在 变化 . 例 


如 ,在 化 工 生产 中 , 某 种 原料 的 用 量 及 反应 时 间 都 可 能 影响 产品 的 产量 和 质量 ， 检验 药 效 
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ЕҤ]. ҖЕ] ФЛЕЙТА Яс ни ЖЛ ДӨ 2992 Res Ж. IN H,, Ж КЕ £ I 38 ЦИЈА 
Mr. 
|3 为 研究 如 何 改善 埋 在 地 下 的 钢管 的 抗 腐蚀 狂 ,将 两 种 不 同 钢管 在 不 同 土质 中 
埋 了 八 年 , 控 出 后 测 得 其 被 腐蚀 掉 的 重量 , 见 表 5-15 
5-15 


涂 铅 的 钢管 


试 辣 ; (1) 不 同 土质 对 钢管 腐蚀 的 差别 是 否 显著 ? 
(2) 不 同 种 类 的 钢管 腐蚀 的 差别 是 否 显著 ? 
例 4 试验 某 种 钢 的 木 司 含 铜 量 在 各 种 温度 下 的 冲击 值 (单位: 公斤. ЖШ ЖЗ. А 
结果 见 表 5-16. 
3 5-16 


ЖЕ iB В ЖИ fE Far iB e EAER? 

这 就 是 两 个 因子 的 方差 分 析 间 题 . 

一 般 地 , 设 因 素 4 Жу АКЕРКЕ, А, АА N B AS АЖЖ В.В." 
8,, 我 们 对 两 个 因素 的 每 对 水 平 组 合 (4,,8)) 仅 进行 了 一 次 试验 ,其 试验 结果 记 为 xz; (= 
Lesrij= 1.2, 5) 这样 共 得 rs 个 试验 结 浊 , 见 表 5-17 

5-17 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 ммм. Ё і пергі пі. сот, сп 


仍 象 单 因素 试验 的 方差 分 析 一 样 ,假定 z; N (mi в), zy 是 从 分 布 为 N Cuc") 
的 总 体 中 拙 得 的 样本 , 旦 各 zi 相互 独立 ,还 假定 
Hij 7 t+ а; + Bsi = 1,22, ry) = 12, s 


这 里 
— 152 
参数 w 表示 因素 4 的 水 平 A 的 效应 ,一 “r; 
参数 8; 表示 因素 B 的 水 平 B; 的 效应 j= 1, 2, 5 R. e, B, 满足 
> = 0,5) -0 (5.20) 
则 Xy = By + © 
ВП лу = + a, + B, + 6; 


g; ~ МСО, а?) 
由 此 可 得 无 重复 不 考虑 交互 作用 的 双 因 烷 试 验方 差分 析 的 数学 模型 为 ， 
z; = р а, + 8; + =; 


| (5.21) 
є, ~ NOP) = 1.2," r j= 1,2,'›5 | 
这 里 各 ss 相互 独立 ,jwyBio 均 为 未 知 参 数 月 满 是 (5. 20) 式 ， 
要 判断 因素 A 的 影响 是 否 显 著 就 等 价 于 检验 假设 
Ham = w = + = о, = 0 (5.22) 
要 判断 因子 B 的 影响 是 否 显著 就 等 价 于 检验 假设 
Н: = В, = +: = 8, = 0 (5. 23) 


I Е КЕИ А ,我 们 将 试验 数据 的 总 离 差 平方 和 sr 进行 分 解 ， 


< 


1 < 
Z. = = ) fy 
5 “ 
іл 
F 
z = 1 
L SEE” Tij 
iei 


则 
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£ 


i 一 x. ‚+ z): + $ DG =at уш, — т)? 


i>] j= 


= sk + Sa + Sg 


其 中 55 = Уу — z; к. + x) 


iY а 


~ 一 — 
за = s2 (ты — z) 
f=] 


Sy = "> (х. — х)? 

上 式 推 导 中 ,任意 两 个 交 又 乘积 项 对 ғ, ТИЛИН ЖЕ А. 

зк RIRE 3 r 8, ТАНИЛ Ж ЛЛУ 2 051225. sa WIAR A WARF 
方 和 , 它 反 映 了 因素 4 的 不 同 水 平 对 试验 结果 的 影响 , ss RAAK B 的 离 差 平方 和 , 它 反 
映 了 因素 的 不 同 水 平 对 试验 结果 的 影响 . 

可 以 证 明 :(1) sr 的 自由 雇 为 x 一 1,ss 的 自由 度 为 (r 一 1)(s 一 1) ,sa 的 自由 度 为 > 一 
lss: 的 自由 度 为 s— 1. 

(2) 当 Ная. BI aq =, = + —=a,=0 为 真 时 


-Cl n _ = _ 
Hese Wa = ШШ теин Н 


当 H U PE, BI = 02,= ~ asa 为 真 时 


зні (3 一 _ _ 
й ‚Ле — 二 01 — 1,(r — 1)(s — 1)) 


于 是 , 取 显 著 性 水 平 为 <, 得 假设 可 ,的 拒绝 域 为 


cac WO- + U Su puc Lus pu 
Fam TG Пер latr == 1)65 — р) | 


假设 Hohe HIRA 


sa/ Cs — 1) 
== pG pZ ; 1)) 
ш зае — 1)5 一 DIZ (з — 1,07 — 1)G 


Ж ЗЕЛ ЖЕШ 5-18 所 示 ， 


тэж 


因素 4 的 影响 F.G=1,(r—1)(s—1)) 


因素 B Wm) F.Gr—1,(r—1(s—]))) 


я Ё 


e174. 
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下 面 以 例 3 说 明 用 Math cai 软件 的 计算 步 又 . 
Le 与 单 因素 方 莽 分 析 的 计算 步骤 相同 ,只 不 过 在 出 现 询问 列 数 时 ,输入 因素 五 
的 水 平 数 2; 输入 数据 的 格式 如 下 : 


1 z 2» ЕЯ 
1. 0. 18 1.70 
L 3. 0. 61. | 1.21 
4. 0.44 | 0.89 
e 5. 0.77 0.86 
6 12 2.64 


在 3 中 ,键入 2, 开始 方差 分 析 计 算 , 显 示 结 果 如 下 : 
《无 重复 观测 的 双 困 子 方差 分 析 》 


因子 4 的 水 平 数 
因子 B 的 水 平 数 
水 Ж 均 fH 
Al 9.400 QE--01 
Ar 1.450 0E—01 
БИ 9,100 0 五 一 入 
Ai 6.550 QE — 01 
As 8. 150 0Е—01 
Ақ 1.955 05-00 


3.494 1ËE+ 00 


1.442 1E+ 00 


9. 452 ?五 一 0 
5.881 5 十 00 


6 
2 


平方 和 
1.155 2E+00 
8.450 0Е—03 
1. 800 0Е—01 
1.012 5E—01 
4. 050 0E—03 


9. 384 5Ё—01 


-水 平 8 Ë 一 平方 和 _ 
В, 5.583 3Е—01 9. 398 8E—01 
ГА 1. 251 +00 3.499 5E+00 


ВЮ = 9. 050 0E 一 01 


按 任意 键 继续 
HERIR. 


将 计算 结果 存 入 数据 文件 ? 

出 方差 分 析 表 易 见 ,4 二 3. 696, Е(5. 5) ==5. 050, ЕБ] F <Р. о (5. 5), 说 明 因素 
4 , 即 不 同 土 质 对 钢管 腐蚀 的 差别 是 天 显著 的 ;Fe 一 7. 628, oost1,5) 二 6. 608, 此 时 F > 
Pas GD ,说 明 因素 B, 即 不 同 种 类 的 钢管 腐蚀 的 差别 是 显著 的 


6.988 2£— 01 
1.442 1E+ 00 
1.890 5E—01 
5.346 бЕ—01 


ЕТЕ 


10. 967 


16. 258 


(Y/N) 
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三 \ 有 重复 考虑 交互 作 用 的 双 因 素 试验 方差 分 析 


模型 (5. 21) 的 优点 是 不 需 做 和 逝 复 试验 , 即 对 4,8 每 一 水 平 组 会 只 融 做 一 次 试验 ,这 
大 大 节省 了 人 力 ,物力 ,但 也 有 缺点 . 因 在 实际 向 题 中 ,不 仅 因素 对 试验 结果 有 影响 ,而 且 
因素 之 间 还 会 联合 起 来 对 结果 产生 新 的 影响 , 即 因素 之 间 有 交互 作用 . 如 下 例 所 示 ， 
例 5 一 火 第 使 用 了 由 种 燃料 ,三 种 推进 器 做 世 程 试验 . 每 种 燃料 与 每 种 推进 器 的 组 
合 各 发 射 火 箭 两 次 ,得 结果 如 表 5-19 所 示 ( 射 程 以 海里 计 )， 
` 5-19 


м н 


ЕНН НОВАТА АРЛ ТАН RRNK? 交互 作用 是 否 显著 ? 
FUA 5 B ТОЛЕ РИН 9 ti RRUG. 21) 分 析 计 算 ,可 得 方差 分 析 


RMT: 
153533 
源 У J Foo 


ЖО | |на |н 
8.843 5E+02 1.473 9E+02 Н 
Í 1.200 7E+0O3 1.091 5E+02 ү. 


ШКЕ ЕЙ R. ЕНЕ ЕП ЖКА ИИТИИ ЖИДЕ Ж, ЗЕЛА ЖСР 
十 的 推进 响 各 不同 水 平 下 的 燃料 对 射程 的 影响 不 大 ,但 从 表 5-19 HRR RPI ML, В, 和 
А, 的 组 合 射程 很 远 ,B, 和 As 的 组 合 射程 很 近 . 之 所 以 下 检验 得 出 的 结论 即 推进 器 积 燃 
料 对 射程 的 影响 不 显著 ,是 由 于 不 同 水 平 的 值 作 了 平均 的 原故 . 为 了 反映 两 种 因素 搭配 后 
的 影响 ,必须 引入 “交互 作用 ”的 概念， ' [ 


平方 和 自由 度 
3 
2 
6 
11 


5-20 


В, HB; ... В, 
А, Жүз tng" Ziu Жї Trat 126 ars Tyl 22142 *°* Fls 
C—O k 
r Tal ЛҮ МЫК УП Ferl r Prga tty Era ~ Eryr ey ttt t Trst 
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考察 A.B WD Ж Z НАНЕ, NE- K 35 24415 , ЖЛ ЕШИ 
两 次 以 上 , 方 能 分 析 有 无 交互 作用 . 这 种 分 析 对 选择 最 优生 产 方 案 有 重大 作用 , 为 了 便于 
说 明 这 种 分 析 方 法 ,假设 对 多 个 因素 的 每 对 水 平 组 合 (如 ,BC 一 1,2，esrij 一 ,25) 
阁 作 5022 次 试验 ,( 称 为 等 重复 试验 ) .这 样 共 得 到 rst MAEA Н, Я 5-20. 

法 中 xs 表示 对 因素 4 的 第 i 个 水 平 4 因素 吾 的 第 个 水 平 瑟 的 第 天 次 试验 结果 . 

假定 ， 

жа N Gsp his сег} 1, әй 1,205, Н aB. 

这 里 pp 均 为 末 知 参数 .或 写成 


L Жа — fij + є. == 1,2,== ry] = 1.2... 5 
46 ~ N(0,2) А = 1.2, 1 (5. 24) 
. |а, 独立 
1 E т 
w p= 十 和 a 
$ i=l 771 
a= ЗЕРЕ R 
$ ;=1 
LNU 
n =L ај 20 
m= о 1,2,0 
В, =н. н.) 1.255755 
易 见 


ы S huq 
= = 

称 产 为 总 平均 , 称 a, 为 水 平 A 的 效应 , 称 #, 为 水 平 B, 的 效应 ,这 翌 可 将 表示 成 

Ai 一 人 十 十 B, + Gaj f — Fj T н) = 1.2, r J = 1,2,5 
iÉ дур. нБ 
M = o В+ 6; i= 1,20 = 1,2,5 
RAKE A MKE B; 的 交互 效应 ,这 是 由 А, В, 搭配 起 来 联合 起 作用 而 引起 的 ， 

5y IL 

Я | Say = је 12,965 


1 


F 


ЭСТ 一 0, = 1.2, r 
j= : 
通过 以 上 分 析 , 有 重复 考虑 交互 作用 的 双 因 素 试验 方差 分 析 的 数学 模型 可 写 为 ; 
да = u + а + 8, + бы F Era 
Ea — N(0.,62),: = 1,2y ri = ],2,""" 5 
k = 1 2 


(5.25) 
各 Eija 独立 
Sa = 0, 5a, = 0, > ду = 0, У); = 0 
i=l Ft ый | jmi 
. 177 ° 
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其 中 jy， aof å T j Ж K HI Er. 
对 于 这 一 模型 ,要 判断 因素 А,В RELE AX B {Жл ЛЕ, АНИР 
JS н 

Fla e, = a, = 5 = а, = 0) 

Haih = B, =e = B, = 0 

Мод = О. i = 1.2, ij = 1,2,5 
H Y йй. ИНА a ДА 8625334 sr 进行 分 解 , 令 

х = D 5] a 


i—i jmi 4—1 


一 i А А 
Жүр = Уан = 1,2,:: r; = 1,2,-". $ 


é 
Zin = D > = 1,2," 


= i>i 


t 
Ej 一 yt БЭ ОЗА Б 1,2, 


1 一 1 #=1 


于 是 ,总 离 其 平方 积 可 以 分 解 为 ， 
„= DD аа D 


i= 1 j=1 k=] 


ú > > Ў Гои _ Z.) + (Z... == х) 


1 jol kml 
十 (Z. ==% х) + С. нә T. т. + z) ]? 
= sgk sa T sy F Saxa 

其 中 


SF == SS )* 


i=l j-l 4-1 


Sa == иу). 一 


SE ет" EHK ABA 5 В ЖЕҢИ ЕУІ. 

АГИЕВ: (1) sr RJR IRE rst—l,s; 的 自由 度 为 rs 一 1),s4 的 自由 度 为 > 一 1,s5 
的 自身 度 为 * 一 1,saxs 的 自由 度 为 (一 DG 一 1 | 

(2) 34 На AB а =a,= =a =0 为 真 时 ， 


з amt рне 
^ sf (rs(t — 1)) FG — 1,rsG — 1)) 


取 显 著 性 水 平 为 时 ,得 假设 Ho BT В Уу 
F. Flr — lrst —- })) 
ун Әйе ево Й, 
6 178 * 
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рК зв/ (5 == l = 
(к= Sef rstt — 1)) Ро ыр) 


ЖИ, ЛЕ ИЛЕК а Ho 的 拒绝 域 为 
F, 2 К„(5 — 1,rs(t — 1)) 
当 Ha BD ду= 0,1,2, rijm l,2,--.s HICH 


_ Saxa ( (r > iis — 1)) a Pea AEN бу 
Faon = йай > Ту F(t | 1) (6 — 10,996 — 10) 


ШКУ а Т Най 


` Faxa 22 (fr 一 1 一 1)7s6t — 1)) 
于 述 结 果 可 汇总 成 方差 分 析 表 5-21 
› 5-21 


方 尖 来 源 F. 


ПЖ А ‚ 一 а= га 2А обе 1 rs(t—1)) 


of 一 1 Pr5C 510) 


5Ахл 


(r—1)(s—1) 


бАхЕ= Се) 09— 1) (2—10) 


re e 
КЕ) 


ТИ 5 说 明 用 Math cai 软件 的 计算 步 又 . 


1*,2 与 单 因 球 方 益 分 析 的 计算 步 驳 相同 ,只 不 过 在 出 现 询 问 列 数 时 ,输入 因素 二 的 
水 平 数 =3 与 重复 观测 次 数 :=2 的 乘积 6. 


在 3 中 ,键入 3, 开 始 方 差分 析 计 算 , 显 示 结 有 果 姑 下 : 
《有 重复 观测 的 双 因子 方差 分 析 》 

因子 Apki 4 

BE niky 3 

重复 观测 次 数 2 
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H A 


平方 和 水 平 F 值 平方 和 
А, 5.571 7E+01 2.062 2E+02 В, 5. 855 0E+01 7.942 ЗЕ+02 
Аз 4.941 7Е+01 4.134 3Е+01 В, 5. 691 3E+01 6. 464 2Е4-02 
Аз 5.706 7Е+-01 1.0441Е+03 А; 4.951 3E+01 5.897 1Е+02 
А, , 5.7767E+01 8. 480 44-02 
总 均值 ==5. 499 2E 十 01 
лелі 
来 K 平方 和 B HB 均 Ж FË Fo.os Fam 
A 2.616 7E+02 3 8.722 5E+01 4.417 3, 490 5. 953 * 
B 3. 109 8E+02 2 1.854 9 五 十 02 9. 394 3. 885 6.927 * * 
A* В 1.168 7E+03 6 2.947 ВЕ+02 14.929 2. 996 4,821 * + 
я ë 2.369 5E+02 12 1.974 6Ë+01 
总 M 2.638 3 五 十 03 23 1.147 1Е+02 
将 计算 结果 存 和 人 数据 文件 ? (Y/N) 


HARRA .F,—=4.4172>F.s(3,12)—3.490,fB Ра 4. 417 (3,12) = 
5. 953 ,说 明 燃 料 对 射程 的 影响 显著 ;Fe 一 9, 3947> F, (3,12) = 3. 885, E. Fa >Fon (3, 
12) 一 6.927, 说 明 推 进 器 对 射程 的 影响 是 高 度 显 著 的 ;Faxa 一 14, 92922 Faos (6:12) = 2. 
996 ,县 Faxn>Roo(6,12) 一 4.821, 说 明 交 互 作用 对 射程 的 影响 是 高 度 显著 的 ， 


习题 五 


1. 某 厂 有 一 种 新 产品 ,其 推销 策略 有 so 
ss 三 种 可 供 选 择 , 但 方案 所 需 资金 .时 间 都 
不 同 , 加 上 市 场 情况 的 差别 ,因而 获 利和 气 损 情 
况 不 同 ,而 市 场 情况 也 有 三 种 :N, 需求 量 大 ， 
N 需求 量 一 般 ,N, 需求 量 低 . 市 场 情况 的 概率 
并 不 知道 ,其 效益 值 见 表 5-22. 

(1) 用 乐观 法 进行 决策 ; 

(2) 用 悲观 法 进行 决策 

(3) 用 等 可 能 法 进行 决策 ; 

2. 某 工程 采用 正常 速度 施工 ,车 无 坏 天 气 的 影响 ,可 确保 在 30d(d 为 时 间 单 位 :天 ) 
内 按期 完成 工程 ,但 据 天 气 预报 ,15d 后 天 气 肯定 变 坏 ,有 40% 的 可 能 出 现 明 十 天气, 但 
这 不 会 影响 工程 进度 ;有 50 铬 的 可 能 表 到 小 风暴 而 使 工期 推迟 1543 另 有 10708 ЯГЫН 
到 大 风暴 而 使 工期 推迟 204. 关于 以 上 可 能 出 现 的 情况 ,考虑 两 种 方案 ， 

(1) 提 前 加 班 ,确定 工程 在 15d 内 完成 ,实施 此 方案 需 增 加 额外 支付 18 000 元 ; 

(2) 先 维持 原 定 的 施工 进度 ,等 154 后 根据 实际 出 现 的 天 气 状 况 再 作 决 策 
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ШТАТИ ШЕ РЕ HE, R ЖЛ #t Ri. 
2) 若 讽 小 风暴 , 则 有 下 述 两 个 供 选 方案 :一 是 抽空 (风暴 过 后 ) 施 工 , 支 付 工 程 延 期 损 
失 费 20 000 元 ,二 是 采取 应 急 措 施 , 实 施 此 措施 可 能 有 三 种 结果 :有 50 色 的 可 能 减少 诬 工 
期 d ,支付 延期 损失 费 和 应 急 费用 24 000 元 ,有 30 儿 的 可 能 减少 误工 期 24, Ж Ъ] ЖЕЙЛИ 
RRA @ R] 18 000 元 ;有 20% НГАБ RLR 3d, 支 付 延期 损失 费 和 应 急 费 用 12 
000 3. 
3) 若 远大 风暴 , 则 仍 有 两 个 方案 可 供 选 择 : 一 是 抽空 进行 施工 ,支付 工程 延期 损失 费 
50 000 元 ;并 是 采取 应 急 措 施 ,实施 此 措施 可 能 有 三 种 结果 ,有 70 多 的 可 能 减少 误工 期 
` 2d ,支付 延期 损失 费 及 应 急 费 用 54 000 元 ,有 20%% 的 可 能 减少 误工 期 3& ,支付 延期 损失 
REMAP 46 000 元 ;有 10 儿 的 可 能 减少 误工 期 4& ,支付 延期 损失 费 及 应 急 费 38 000 
! №. i 

试 进 行 决策 ,选择 最 佳 行动 方案 ， 

з. 铝 合金 化 学 铣 切 工艺 中 ,为 了 便于 生产 操作 ,需要 对 腐蚀 速度 进行 控制 ,因此 要 考 
虑 腐蚀 液 温度 (CC ) , 破 浓 度 ( 克 / 升 ) ,腐蚀 液 含 铝 量 ( 克 / 升 ) 对 腐蚀 速度 的 影响 . 一 共 做 了 
44 次 试验 ,所 得 如 表 5-23 所 示 ， 

试 研 究 腐 乌 滚 温 度 . 碱 浓度 、 含 铝 量 与 腐蚀 速度 之 间 的 关系 ， 


3 5-23 

1 73 12 200 0.024 0 
2 73 21 200 0.023 5 
3 75 30 200 0. 024 0 
4 75 36 200 0.024 5 
5 75 42 200 0.019 

6 75 48 200 0.018 5 
7 79 12 200 0.032 

8 79 21 200 0.030 

9 79 30 200 0.029 

10 79 36 200 0.027 5 
11 79 42 200 0.025 

12 79 48 ` 200 0.022 5 
13 83 12 I 200 0.037 0 
14 83 21 200 0. 036 

15 83 30 200 0. 035 5 
16 83 36 200 0,032 5 
17 83 . 42 200 0.030 5 
18 ， 83 48 200 0.027 0 
19 87 12 200 0.044 3 
20 87 21 200 0.0425 
21 87 30 200 0. 042 9 
2 87 36 200 0.039 9 
23 87 42 200 0.036 0 
24 87 46 200 0.032 5 
25 77 19 150 0.023 0 
26 17 19 175 0.025 0 
27 77 19 200 0.026 5 
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28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
3? 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 


4. ЫИ tH ЕДЕ ЕЖЕ ЕНЕ ЩИ А 5-24. 其 中 xz ЭДИЛЕР. у 为 纵 坐 标 , 为 了 
ERRAI RUR LEENE h TRER z ЧЁ у 的 关系 
表 5-24 7 


о со — сз (лз + со N — 


• 182 ° 


ВЕ) SRE) WIRE Cra) 
77 19 225 
77 19 250 
81 27 150 
81 175 
ВІ 200 
81 225 
81 250 
85 150 

5 176 
85 200 
g5 225 

260 


150 
175 
200 
225 
250 


Ба 


腐蚀 速度 (3 
028 5 
023 0 
0285 
0295 
031 9 
031 5 
0320 
034 5 
035 9 
037 0 
039 0 
040 5 
037 5 
038 0 
040 0 
043 0 
045 0 


© 


о оро ое ее ео рәсе ре рео р 


` 6. 
2. 5. 
2. 5. 
2.0 4. 
2, 4. 
2.25 6. 0 
2. 25 5,5 
2. 25 5.0 
2. 25 4.5 
2. 25 4.0 
2. 50 6.0 
2.50 5.5 
2.50 5,0 
2.50 4.50 
2.59 4.0 
2.75 6.0 
2.75 5.5 
2.75 5.0 
2,75 4n 
2.75 4.0 
3.00 6.0 
3.00 5.5 
3. ‚5.0 
S: 4.5 
3 4.0 
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5. 生 消 在 不 同 地 区 居民 的 血液 中 胆 国 醇 的 含量 一 般 吓 不 相同 的 .站 5-25 给 出 了 生 


活 在 三 个 不 同 地 区 居民 的 血液 中 胆 因 梧 的 含量 . 试 检验 这 三 个 地 区 居民 血液 中 胆固醇 的 
FHE BETA ШӘ ЗЕЛ? 
表 5-25 


в. 菜 种 化 工 过 程 在 三 种 浓度 ,四 种 温度 水 平 下 得 率 的 数据 如 表 5-26 所 示 , 试 在 水 平 
a=0.05 下 ,检验 不 同 浓度 ,不 同 温 庶 下 的 得 率 是 否 有 显 落 的 差异 ? 交互 作用 是 否 昂 车? 
3 5-26 
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附 ” 录 1992 ~ 1997 年 全 国 大 学 生 


数学 模型 莞 赛 题 


1992 年 全 国 大 学 生 数 学 模型 联赛 赛 题 


ла ”施肥 效果 分 析 
荣 地 区 作物 生长 所 需 的 营养 素 主要 是 氛 (N). 释 CP) 、 锦 (K)。 某 作物 研究 所 在 该 地 区 


і, Ка 表示 公斤 。 当 一 个 营养 素 的 施肥 基 变 化 时 ,总 将 另 二 个 营养 素 的 施肥 量 保持 在 第 七 
个 水 平 上 ,如 对 土豆 产 是 关于 N 的 施肥 量 效 实验 时 ,P 与 人 的 施肥 量 分 曾 取 为 196kg/ha 
tj 372kg/ na 

试 分 析 施 肥 量 与 产量 之 问 的 关系 ,并 对 所 得 结 昌 从 应 用 价值 与 如 何 改进 等 方面 作出 
估价 。 


Ды: 


йт 
(Каћа) 


施肥 长 施肥 量 rË 
(kg/ha) (kg/ha) (t/ha) 
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B 题 “实验 数据 分 解 


组 成 生命 让 白质 的 若干 种 氨基 酸 可 以 形成 不 同 的 组 合 。 通 过 质谱 实验 测定 分 子 量 来 
分 析 某 个 生命 蛋白 质 分 子 的 组 成 时 ,四 到 的 首要 问题 就 是 如 何 将 它 的 分 子 量 分解 为 几 
个 氨基 酸 的 已 知 分 子 最 ali G = 1,2,"…,n) 之 和 。 某 实验 室 所 研究 的 问题 中 : 

з = 18 

a[l:18] = 57,71,87,97,99,101,103,113,114,115,128,129,131,137,147,156, 

163,186. 

X ЕЖ < 1 000 

TRAE ЯНАИ, 对 上 述 问 题 提 出 你 们 的 解答 ,并 
就 你 所 研讨 的 数学 模 狸 与 方法 在 一 般 情 形 下 进行 讨论 。 


1993 年 全 国 大 学 生 数 学 模型 竞赛 试题 


A 题 ” 非 线性 交 调 的 频率 设计 

如 果 一 非 线 性 器 件 的 输入 «(б 与 输出 уб) 的 关系 是 y(2) = wb) + (yC t PË 
时 间 ) ,那么 当 输 入 是 包含 频率 f., f, 的 信号 w(t) = cos2xfit 十 cos2xfat 时 ,输出 y(2) 中 

”不 仅 包含 输入 信 身 fofo MERER? Sr + 了 ;等 新 的 频率 成 分 ,这 些 新 的 频率 称 为 

交 调 ,如 果 交 调 出 现在 原 有 频率 F. 7, 的 附近 ,就 会 形成 噪声 干扰 ,因此 工程 设计 中 对 交 
МИНЖ. 

现 有 一 SCS( 非 线性 ) 系统 ,其 输入 输出 关系 由 如 下 -组 数据 给 出 ， 

3 HA u 0 5 10 20 30 40 50 60 80 
输出 y 0 2. 25 6.80 20.15 35.70 56.40 75.10 87. 85 98.50 


输入 信和 号 为 uC2) = A,cos2xfit + A,cos2zf;t + Аусоз2х Ју, Д А, = 25,4, = 10, 
A, = 45 是 输入 信号 振幅 ,对 输入 信和 号 的 频率 ifa f, 的 设计 要 求 为 : 

1)36 < f, < 40,41 < f, < 50,46 < f, < 53, 

2) 输出 中 的 交 调 均 不 得 出 现在 护士 5 的 范围 内 位 = 1,2,3), 此 范围 称 为 大 的 接收 带 
(参见 下 图 )。 


В.Е 


С.И ` 


‘fi=f:—6 


# Аў 
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3) 定义 输出 中 的 信 噪 比 SNR = Іов 人 (单位 ;分贝 ), 其 中 瓦 是 箱 出 中 对 应 干 频率 
为 天 的 信号 的 振幅 ,C, 是 某 一 频率 为 1, 的 交 调 的 振幅 ,车 f. 出 现在 了 ,= 握 士 6 处 (i = 
1,2,3), 则 对 应 的 SNR 应 大 于 10 分 贝 (参见 上 图 )。 | 

DS: 不 得 出 现在 f; 的 接收 带 内 (i,j = 1,2,3,i 关 让。 | 

БЕА, 7, 只 取 整 数值 , 且 交 调 只 考虑 2 阶 类 型 ( 即 { 天 十 fihi = 1,2,3) 和 
3 RRR t f; E faijk = 1.2,3), 

试 按 上 述 要 求 设计 输入 信号 频率 f... ЛА. 

B 题 ”足球 队 排名 次 | 

下 表 给 出 了 我 国 12 支 足球 队 在 1988 ~ 1989 4.2: ES EER HU SE IK Er ПОЛИП, ЖК 

D 设计 一 个 依据 这 些 成 绩 排 出 诸 队 名 次 的 算法 ,并 给 出 用 该 算法 排名 次 的 结果 。 

2) 把 算法 推广 到 任意 N 个 队 的 情况 ， 

3) 讨论 ;数据 应 具有 什么 样 的 条 件 , 用 你 的 方法 才能 够 排出 诸 队 的 名 次 。 

1)12 支 球 队 依次 记 为 了 Т, Tas 

2) 符号 X лун А ЖИ ШЖ. | | 

3) 数字 表示 两 队 比 赛 结 果 , 如 了 4 115 Т, 列 交叉 处 的 数字 表示 :7 与 Ts 比赛 了 2 场 
Тэ 与 Т, 的 进 球 数 之 比 为 0:1 和 3:1。 


Т, _ : 
T X X x Х X X 


1:0 2t} 3:1 3:1 7210 


‚ 186- 
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1994 年 全 国 大 学 生 数 学 建 模 莞 赛 


AB ШЖ. 


要 在 一 出 区 修建 公路 ,首先 测 得 一 些 地 点 的 高 程 ,数据 见 表 ОШО 0 << z < 5 
600,0 < у < 4 800, 表 中 数据 为 坐标 点 的 高 种 ,单位 : 米 ) .数据 显示 :在 》= 3 200 处 有 一 
东西 走向 的 出 峰 ; 从 坐标 (2 400,2 400) 到 (4 800,0 有 一 西北 一 一 东南 走向 的 出 谷 ;在 (2 
000,2 800) 附近 有 一 山口 湖 ,其 最 高 水 位 略 高 于 1 350 米 ,雨季 在 出 谷中 形成 一 溪流 .经 调 
查 知 ,雨量 最 大 时 溪流 水 面 宽度 W 与 (溪流 最 深 处 的 ) 坐标 的 关系 可 近似 表示 为 


Wy = (Z= 


公路 从 山脚 (0,800) 处 开始 ,经 居民 点 (4 000,2 000) 至 矿区 (2 000,4 000) 。 已 知 路 段 
公 程 成 本 及 对 路 段 坡度 «(上 升 高 程 与 水 平 距离 之 比 ) 的 限制 如 表 2, 

D 试 给 出 一 种 线路 设计 方案 ,包括 原理 ,方法 及 比较 精确 的 线路 位 置 ( 含 桥梁 、 隧 
道 ) ,并 估算 该 方案 的 总 成 本 。 

2) ШЕГӘ 3600 с < 4000,2000 < y < 2400 PERK Z; ER АЯ ЛЕК 
区 即 可 ,那么 你 的 方案 有 什么 改变 。 


x 
) 二 5 (2400 < x =< 4 000) 


zl ^4 
4 80011 350 1 370 1350 1400 : 410 960 940 880 800 690 570 430 290 210 159 
4 40011 370 1 380 1410 1430 1440 1140 1110 1 050 950 820 690 540 380 300 210 
4 00011 380 1410 1430 1 450 1470 1 320 1 280 1 200 1 089 940 780 620 460 370 350 
360011420 2 430 1450 1480 1500 1 550 1510 1430 1 309 1 200 980 850 750 550 500 
3 900|1 430 1 450 1460 1500 1 550 1600 1 550 1600 160) 1 600 1500 1 500 1 500 1550 1 500 
2800] 950 1190 1370 1 500 1 200 1100 1 550 1 600 1 550 1 380 1070 900 1 050 1150 1 200 
2400| 910 1090 1270 1 500 1200 1100 1 350 1 450 1 200 1 150 1010 880 1 000 1 050 1 100 
2000] 880 1060 1 230 1 390 1500 1 500 1400 900 1100 1 960 950 870 900 930 950 
1600] 830 980 4180 1320 1450 1429 1 100 1 300 700 900 850 840 380 780 750 


1200] 740 880 1080 1130 1250 1280 1 230 1 040 900 500 700 780 750 50 550 


650 760 880 970 1020 1050 1020 830 800 700 300 500 550 480 350 


510 620 730 800 850 870 350 780 720 650 500 200 300 350 320 
370 470 550 600 670 690 670 620 580 


4000 4 400 4800 5 200 5 600 


%2 
工程 种 类 隧道 
工程 成 本 {元 / Ж) 1 508( 长 度 =Ç 300 3) 3 009《 长 度 > 300 Ж). 
对 坡度 a 的 限制 a < 0. 100 
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B 题 АЖЖ 


某 乒 生产 一 种 弹子 锁具 ,每 个 锁具 的 钥匙 有 5 个 槽 ,每 个 槽 的 高 度 从 {1,2,3,4,5,6)6 
个 数 ( 单 位 路 ) 中 任 取 一 数 ,由 于 工艺 及 其 它 原因 ,制造 锁具 时 对 5 个 醒 的 高 度 还 有 了 两 个 限 
制 ,至 少 有 3 个 不 同 的 数 ; 相 邻 两 槽 的 高 度 之 差 不 能 为 5, 满 足以 上 条 件 造 出 来 的 所 有 互 不 
相同 的 锁具 称 为 一 批 。 

从 顾客 的 利益 出 发 ,自然 希望 在 每 批 锁具 中 “一 把 钥匙 开 一 把 锁 ”。 但 是 在 当前 工艺 条 
件 下 ,对 于 同一 批 中 两 个 锁具 是 否 能 够 互 开 , 有 以 下 试验 结果 :车 二 者 相对 应 的 5 ЭЩ 
高 度 中 有 4 个 相同 , 另 一 个 槽 的 高 度 差 为 1, 则 可 能 互 开 ;在 其 它 情 形 下 ,不 可 能 互 开 。 

原来 , 锁 售 部 门 在 一 批 锁 具 中 随意 地 取 每 60 个 装 一 箱 出 售 。 团 体 顾客 往往 买 几 箱 到 
儿 十 箱 , 他 们 抱怨 购 得 的 锁具 会 出 现 互 开 的 情形 . 现 聘 你 为 顾问 ,回答 并 解决 以 下 的 问题 : 

D 每 一 批 锁具 有 多 人 少 个 , 装 多 少 箱 。 

D 为 销售 部 门 提出 一 种 方案 ,包括 如 何 装 箱 ( 仍 是 60 个 锁具 一 箱 ), 如 何 给 箱子 以 标 

志 , 出 售 时 如 何 利用 这 些 标 志 , 使 团体 顾客 不 再 或 减少 抱怨 

D 采取 你 提出 的 方案 ， 团体 顾客 的 购买 量 不 超过 多 少 箱 ， 就 可 以 保证 一 定 不 会 出 现 
互 开 的 情形 。 

4) 按照 原来 的 装 箱 办 法 ,如 何 定量 地 衡量 团体 顾客 抑 急 互 开 的 程度 ( 试 对 购买 一 、 二 
箱 者 给 出 具体 结果 )。 


‚ 1995 年 全 国 在 学 生 数 学 建 模 竞赛 


АШ 一 个 飞行 管理 问题 


在 约 10 000 米 高 空 的 菜 边 长 160 公里 的 正方 形 区 域内 ,经 常 有 若干 架 飞 机 作 水 平 飞 
行 ,区 域内 每 架 飞 机 的 位 置 和 速度 向 量 均 由 计算 机 记录 其 数据 ,以 便 进行 飞行 管理 , 当 一 
架 欲 进入 该 区 域 的 飞机 到 达 区 域 边缘 对 ,记录 其 数据 后 ,要 立即 计算 并 判断 是 否 会 与 区 域 
内 的 飞机 发 生 磁 撞 , 如 果 会 磁 撞 , 则 应 计算 如 何 调整 各 架 ( 包 括 新 进入 的 ) 飞机 飞行 的 方 
向 角 , 以 避免 碰撞 。 现 假定 条 件 如 下 : 

1) 不 碰撞 的 标准 为 任意 两 架 飞 机 的 距离 大 于 8 AE, 

2) 飞机 飞行 方向 角 调 整 的 幅度 不 应 超过 30 度 ; 

3) 所 有 飞机 飞行 速度 均 为 每 小 时 800 公里 

4) 进入 该 区 域 的 飞机 在 到 达 区 域 边缘 时 ,与 区 域内 飞机 的 距离 应 在 60 公里 以 上 ; 

5) RIMAE 6 КЙ; 

6) 不 必 考 虑 飞机 离开 此 区 域 后 的 状况 。 

请 你 对 这 个 避免 磁 擅 的 飞行 管理 问题 建立 数学 模型 , 列 出 计算 步骤 ,对 以 下 数据 进行 
计算 (方向 角 误差 不 超过 0. 01 度 ) ,要 求 飞机 飞行 方向 角 调整 的 幅度 尽量 小 。 

设 该 区 域 4 PAMER CO. 0),(160,0),(160,160), (0,160), 

记录 数据 为 ; 
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飞机 编号 ЕЖ X 纵 座 标 Y 方向 角 ( 度 ) 


1 150 140 243 
2 85 | 85 236 
3 150 155 220.5 
4 145 50 159 
5 130 150 230 
新 进入 0 0 52 


注 :方向 角 指 飞行 方向 与 和 轴 正 向 的 夹 角 。 
试 根据 实 限 应 用 背景 对 你 的 模型 进行 评价 与 推广 。 


B 题 ”天 车 与 冶炼 炉 的 作业 调度 


某 钢 铁 厂 冶炼 车 间 的 厂房 布局 是 ,地 面 沿 一 直线 依次 安置 着 7 个 工作 点 :辅料 供应 处 
P ;A 组 3 座 转 炉 (冶炼 成 品 钢 )41,A,,4,;B 组 2 座 治 炼 炉 ( 治 炼 半成品 钢 , 简 称 半 钢 j}B.， 
B,; 原 料 供应 处 QQ。 这些 设 备 的 上 方 贯通 着 -条 运送 物料 的 天 车 轨道 ,上 而 布置 着 若干 天 
车 Т, ‚Т, i ‚Т, 为 护 子 作业 服务 ,布局 示意 图 如 下 ， 


„э sz 608 ё еа 


T 


i T, Tr 
КЕ Е Le] 


天 车 与 冶炼 炉 的 作业 过 程 与 工序 为 :天 车 从 Q TERR o 运 至 B, 
В, ТОНИ (Ере) ,并 将 上 一 炉 的 原料 空 议 吊 起 ( 吊 空 缸 时 间 上 ) 返回 Q@ 处 放下 ( 放 
Эз ГЕ] г) 。 吾 组 坊 在 原料 鳃 放下 后 即 可 在 辅助 作业 下 开始 治 炼 ( 疝 炼 时 间 己 ), 沧 炬 后 将 
"ИЯ А.Е ШО ГЕ А. b) ,由 天 车 吊 起 半 钢 饶 ( 吊 饶 时 间 妃 ) 运 至 A, R An A 处 将 
"КЕ А. Р ( 倒 入 时 间 г), ЖЕБЕШ ВІ 或 82 处 放下 (放空 铅 时 间 #)。 再 由 天 车 从 
已 处 吊 起 辅料 一 楼 ( 吊 档 时 间 志 ) 运 至 A, 或 A,、4; 处 加 入 转炉 (加 入 时 间 :#) ,并 将 空 醒 运 

› 图 已 处 放下 (放空 槽 时 间 点 ) ,4 组 护 在 半 铀 积 辅 料 加 入 后 即 可 开始 冶炼 (冶炼 时 间 z.) , 18 
炼 后 成 品 铀 的 输出 不 用 天 车 (输出 时 间 计 入 i)。 天 车 通过 相 邻 两 个 工作 点 的 运行 都 相同 ， 
IEH tro 

由 于 各 台 天 车 在 同一 条 轨道 上 运行 ,因此 其 顺序 位 置 T,,T,,…,T, 不 可 交换 ,在 同一 
时 间 同 一 座 炉 子 上 只 能 允许 一 台 天 车 作业 ;但 P,Q 两 处 可 以 允许 多 台 天 车 同时 作业 ,在 
PP,A1,…,Q 每 两 个 相 邻 工作 点 之 间 最 多 能 容纳 2 台 天 车 同时 停放 。 

天 车 与 冶炼 坊 作业 调度 的 要 求 为 :(1) 成 品 钢 产 量 心 站 高 !(2) 各 台 天 车 的 作业 率 ( 天 
车 作业 时 间 所 十 比例 ) 尺 量 均衡 (考虑 到 设备 及 人 员 安 全 等 因素 ,一 般 天 车 作业 率 不 超过 
70%), (3) 绝 不 允许 出 现 天 车 相 挤 等 事故 ;(4) 调度 规定 心 量 简明 ,以 利于 现场 人 员 使 用 。 

MRE: = 48, = 27,t = 3, = 2,t, = 2,t, = 3,4, = 5,4 = 2,t, 200 = Lst, 
= 3, РОКИ АЙ) = 15 W A 组 炉 平 均 每 炉 产量 W。 = 120 吨 。 在 不 超过 5 台 天 

| ‚189. 


PDF 文件 使 用 "pdfFfactory” 试 用 版 本 创建 www.fineprint.com сп 


车 的 条 件 下 ,设计 一 种 满足 上 述 要 求 的 天 车 与 治 炼 炉 的 作业 调度 方案 

(1) 各 台 天 车 负责 哪些 作业 ( 列 出 工序 清单 》); э 

` (2) 在 所 给 方案 的 一 个 运行 周期 内 ,每 一 时 刻 天 车 和 治 煤 炉 处 于 什么 状态 ( 画 出 《天 

熙 一 炉子 作用 运行 图 力 ， 

(3) 一 份 供 现场 人 员 使 用 的 《调度 规则 说 明 书 》 

(4) 在 所 给 方案 下 计算 各 台 天 车 的 作业 率 。 

并 按 每 天 冶 烘 炉 数 估计 该 硅 间 成 品 钢 的 年 产量 (扣除 设备 维修 日 ,每 台 转 炉 作 业 日 每 
年 按 300 ЖТ, 

实际 生产 过 程 中 ,5 ;4,… 6 都 是 随机 的 (上 面 设 定 的 数值 可 视 为 平均 值 ), 讨 论 你 的 
调度 方案 如 何 适用 干 实 际 生产 过 程 , 试 提出 该 车 间 提 高 锅 产 量 到 年 产 300 万 吨 以 上 的 建 
议 。 


‚ 1996 年 全 国 在 学 生 数学 建筑 党 赛 


A 题 最 优 捕 鱼 策略 

为 了 保护 人 类 赖 以 生存 的 自然 环境 ,可 再 生 资 源 ( 如 渔业 ,林业 资源 ) 的 开发 必须 适 
度 ,一 种 合理 ,简化 的 策略 是 ,在 实现 可 持续 收获 的 前 提 下 ,和 追求 最 大 产量 或 最 佳 效益 。 

考 虚 对 某 种 鱼 (鳗鱼 ) 的 最 优 排 捞 策略 ， . 

假设 这 种 鱼 分 4 个 生 龄 组 : 称 上 龄 鱼 ,……' 龄 鳃 .各 年 龄 组 每 条 鱼 的 平均 重量 分 别 
为 5.07,11.55,17,.86,22.99( 宽 )i 各 年 龄 组 鱼 的 自然 死亡 率 均 为 0.8(17 年 ); 这 种 鱼 为 季 
节 必 集中 产 卵 繁殖 ,平均 每 条 4 龄 鱼 的 产 卵 量 为 1. 109 X 105( 个 ) ,3 龄 鱼 的 产 卵 量 为 这 个 
数 的 一 半 ,2 龄 鱼 和 1 龄 鱼 不 产 卵 , 产 负 和 大 化 期 为 每 年 的 最 后 4 个 月 ; 卵 钱 化 并 成 活 为 1 
龄 鱼 ,成 活 率 (1 RRRA IAE n ZW) 为 1.22 X 10"/(1.22 x 10 + n). 

渔业 管理 部 门 规定 ,每 年 只 允许 在 产 昨 哼 化 期 前 8 个 月 内 进行 捕捞 作业 。 如 果 每 年 投 
入 的 捕捞 能 力 ( 如 渔船 数 ,下 网 次 数 等 ) 固定 不 变 ,这 时 单位 时 间 岳 捞 量 将 与 各 年 龄 组 鱼 
群 条 数 成 正比 ,比例 系数 不 妨 称 捕 涝 强度 系数 .通常 使 用 13mm 网 眼 的 拉 网 ,这 种 网 只 能 
搬 劳 3 齿 旬 和 4 龄 鱼 , 其 两 个 捕捞 强度 系数 之 比 为 0. 42 : 1。 渔 业 上 称 这 种 方式 为 国定 努 
Е. f 

1) 建立 数学 模型 分 析 如 何 可 持续 梢 获 ( 即 每 年 开始 捕捞 时 渔场 中 各 年 龄 组 鱼 群 条 数 
不 必 ) ,并 且 在 此 前 捉 下 得 到 最 高 的 年 收获 旦 (捕捞 总 重量 )。 

2) 此 渔业 公司 承包 这 种 鱼 的 捕捞 业务 5 年 ,合同 要 求 5 年 后 鱼 群 的 生产 能 力 不 能 受 ` 
到 太 大 破坏 ,已 知 承包 时 各 年 龄 组 鱼 群 数量 分 别 为 :122,29.7,10.1,3. 29(X 10 Ж), Я 
休 仍 用 固定 努力 量 的 捕捞 方式 ,该 公司 应 采 怎 样 的 策略 才能 使 总 收 登基 最 高 。 


B 题 ” 节 水 洗衣 机 
我 国 淡水 资源 有 限 ,节约 用 水 人 人 有 责 . 洗 胡 在 家 庭 用 水 中 占有 相当 大 的 份额 ,目前 
洗衣 机 已 非常 普及 ,节约 洗衣 机 用 水 十 分 重要 。 修 设 在 放 入 衣物 和 洗 洪 剂 后 洗衣 机 的 运行 
过 程 为 :加 水 一 H 一 脱水 一 加 水 一 漂洗 一 脱水 一 …… 一 加 水 一 漂洗 一 脱水 ( 称 
. 190.» 
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“加 水 一 漂洗 一 脱水 ”为 运行 一 轮 ”. 请 为 洗衣 机 设计 一 种 总 用 水 景 最 少 。 选 用 合理 的 数 
据 进行 计算 ,对 照 目前 常用 的 洗衣 机 的 运行 情况 ,对 你 的 模型 和 结果 作出 评价 。 


1997 年 全 国 大 学 生 数 学 建 模 党 赛 题 昌 


АШ 零件 的 参数 设计 
一 件 产品 由 若干 零件 组 装 而 成 ,标志 产品 性 能 的 某 个 参数 取决 于 这 些 零 件 的 参数 , 零 
| 件 参数 包括 标定 值 和 容 差 两 部 分 ,进行 成 批 生 产 时 ,标定 植 表示 一 批零 件 该 参数 的 平均 
值 , 容 差 则 给 出 了 参数 偏离 其 标定 值 的 容许 范围 , 若 将 零件 参数 视 为 随 视 变 量 , 则 标定 什 
Р 代表 期 望 值 , 在 生产 部 门 无 特殊 要 求 时 , 容 差 通常 规定 为 均 方差 的 3 倍 。 
进行 零件 参数 设计 ,就 是 要 确定 其 标定 值 和 容 差 ,这 时 要 考虑 两 方面 因素 : 
一 ` 当 各 零件 组 装 成 产品 时 ,如 果 产 品 参数 偏离 预先 设 定 的 目标 值 ,就 会 造成 质量 可 
失 , 偏 离 越 大 ,损失 越 大 。 | 
二 .有 零件 容 差 的 大 小 决定 了 其 制造 成 本 , 容 差 设计 得 越 小 ,成 本 越 高 。 
试 通过 如 下 的 具体 问题 给 出 一 般 的 零件 参数 设计 方法 。 
粒子 分 离 器 某 参 数 ( 记 作 y) 由 7 个 零件 的 参数 ( 记 作 оосо) 决定 ,经 验 公式 为 


А в [Y 2.62 1— 0. 36( Z) “Ta” 
y= 1e Ez) x == 
2 的 目标 值 ( 记 作 уо) Ж 1. 50, 当 yy 偏离 уо 士 0.1 时 ,产品 为 次 品 ,质量 损失 为 1 
000( 元 ); 当 ? Ж уо 士 0.3 时 ,产品 为 废品 ,损失 为 9 000( 元 )。 
零件 参数 的 标定 值 有 一 定 的 容许 变化 范 转 ; 容 差分 为 A.B.C 三 个 等 级 ,用 与 标定 伺 
的 相对 值 表 示 ,4 等 为 土 1%,B 等 为 土 5%,C 等 为 土 10%7 个 零件 参数 标定 值 的 容许 范 
ЕИ 如 下 表 ( 符 号 / 表示 无 此 等 级 零件 ): 


Lo. 075,0. 125] 


[1.125,1. 875] 
[12.20] 
[0. 562 5,0. 935] 


ВЕТ ЕР ,每 批 产 量 1 000 个 ,在 原 设计 中 ,7 个 零件 参数 的 标定 值 为 :z, = 0. 
l,z, = 0. 3,23 = 0.1, = 0.1,z; = 1. 5,2; = 16,z; 二 0.75; 容 差 均 取 最 便宜 的 等 级 。 

请 你 综合 考虑 y 偏 差 % 造 成 的 损失 和 零件 成 本 ,重新 设计 零件 参数 (包括 标定 值 和 容 
2%) ,并 与 原 设计 比较 ,总 费用 降低 了 多 少 。 
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B 题 ”截断 切割 


某 些 工业 部 门 ( 如 贵重 石材 加 工 等 ) 采用 截断 切割 的 加 工 方 式 。 这 里 “截断 切割 ”是 指 
将 物体 没 某 个 切割 平面 分 成 两 部 分 .从 一 个 长 方 体 中 加 工 出 一 个 已 知 尺寸 .位置 预 定 的 长 
方 体 (这 两 个 长 方 体 的 对 应 表面 是 平行 的 ) ,通常 要 经 过 6 次 蕉 斯 切割 。 

设 水 平 切 割 单位 面积 的 费用 是 垩 直 切 割 单位 面积 费用 的 > 倍 , 且 当 先后 两 次 垂直 切 
割 的 平面 (不 管 它们 之 间 是 否 穿插 水 平 切割 ) AFIT АЗЕ ЛАЗ ИУ е. 

试 为 这 些 部 门 设 计 一 种 安排 各 面 加 工 次 序 ( 称 “切割 方式 ”) 的 方法 ,使 加工 费用 最 
少 ,( 由 工艺 要 求 ,与 水 平 工作 台 接 触 的 长 方 体 底面 是 事先 楷 定 的 ) 详细 要 求 如 下 : 

D 需 考 虑 的 不 同 切 割 方式 的 总 数 。 

2) 给 出 上 述 问 题 的 数学 模型 和 求解 方法 。 

3) 试 对 某 部 门 用 的 如 下 准则 作出 评价 ; 人 
切割 。 

4) 对 于 e = 0 的 情形 有 无 简明 的 优化 准则 。 

D 用 以 下 实例 验证 你 的 方法 : 待 加 工 长 方 体 和 成 品 长 方 体 的 长 , 宽 、 高 分 别 为 10、14. 
5.19 和 3.2.4, 二 者 左 侧面 .正面 .底面 之 间 的 距离 分 别 为 6.?7 .9( 单 位 均 为 厘米 。)。 垂 直 切 
割 费用 为 每 平方 座 米 上 元 ,r 和 的 数据 有 以 下 4 组 ， 

a.r = | e = 0; b.r = 1. 5,6 = 0; 
er = 8,e = 0; d.r= 1.5;2 < e < 15, 
对 最 后 一 组 数据 应 给 出 所 有 最 优 解 ,并 进行 讨论 。 
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